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RESUMO

Neste trabalho o problema da equivaléncia de campos gravitacionais, no contexto das
teorias da gravitacao onde o espago-tempo é uma variedade pseudo-Riemanniana com
dimensao (241)D, isto é, a questao de decidir quando duas solugdes exatas das equagoes de
campo representam o mesmo campo gravitacional em sistemas de coordenadas diferentes,
é abordado nos seus aspectos tedricos e praticos. A solucao do problema é apresentada
utilizando uma descrigado do campo gravitacional que é invariante sob transformacoes
de coordenadas. Expressoes explicitas para as dimensoes do grupo de isometria de um
espago-tempo com (241)D e do seu subgrupo de isotropia sao dadas. Um conjunto minimo
de quantidades invariantes que descrevem o campo gravitacional local é explicitamente
obtido, utilizando o formalismo dos espinores reais com dois componentes. Um algoritmo
para testar a equivaléncia na pratica ¢ desenvolvido, como um caso particular do algoritmo
de Karlhede para espagos-tempos em (3+1)D, e as classificagoes de Segre do tensor de
Ricci e do tensor de Cotton-York sao determinadas. O algoritmo esta implementado, até a
derivada covariante da curvatura de primeira ordem, utilizando o pacote de computacao
algébrica GRtensorll do sistema de computacao algébrica Maple, onde os calculos sao
realizados de maneira interativa. Utilizando as técnicas do problema da equivaléncia para
espagos-tempos com (2+1)D, as condigdes para a homogeneidade espago-temporal de
variedades espagos-tempos com (24+1)D e métrica tipo-Godel sao derivadas e comparadas
com trabalhos anteriores sobre espagos-tempos com (3+1)D e métrica tipo-Godel. A
equivaléncia destes espacos-tempos é estudada e mostra-se que eles admitem um grupo de
isometria com dimensao 4 e também que sao caracterizados por dois parametros essenciais.



ABSTRACT

In this work the problem of equivalence of gravitational fields in the framework of theories
of gravitation where the space-time is a pseudo-Riemannian manifold with dimension
(241)D, that is, the question of deciding when two exact solutions apparently different
represent the same gravitational field in different coordinate systems, is tackled in its
theoretical and practical aspects. The solution of the problem is presented by using a
coordinate-invariant description of the gravitational field. Explicit expressions for the
dimensions of the group of symmetry of a (2+1)D spacetime and its subgroup of isotropy
are given. A minimal set of invariant quantities which describe the local gravitational field
is determined, by using the formalism of two-component real spinors. An algorithm for
testing the equivalence in practice is developed as an adaptation the algorithm of Karlhede
for (341)D spactimes, and the Segre classifications of the Ricci and Cotton-York tensors
are determined. The algorithm is implemented up to first order covariant derivative of
the curvature, by using the computer algebra package GRtensorll of the system Maple,
where all calculations are done interactively. Using the equivalence problem techniques
for (2+1)D spacetimes, the conditions for space-time homogeneity of (2+1)D spacetimes
with Godel-type metrics are derived and compared with previous works on (3+1)D Gddel-
type space-times. The equivalence of (24+1)D Gédel-type space-times is studied and it is
shown that they admit a four-dimensional group of isometries and are characterized by
two essential parameters.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

O problema da equivaléncia de campos gravitacionais, consiste na questao de deci-
dir quando duas solucoes exatas das equagoes de campo aparentemente diferentes, repre-
sentam o mesmo campo gravitacional em sistemas de coordenadas diferentes. Nas teorias
onde o espago-tempo é dado por uma variedade pseudo-Riemanniana, o problema consiste
em determinar se dois espacos-tempos sao localmente isométricos ou nao. Neste trabalho,
¢ investigado o problema da equivaléncia em espacgos-tempos pseudo-Riemannianos com
dimensao 3, isto é, em (2+1)D, nos seus aspectos tedricos e praticos [1]. O objetivo é
desenvolver as técnicas do problema da equivaléncia para (2+1)D em analogia com os
resultados existentes para (3+1)D, implementados no sistema de computagao algébrica
SHEEP/CLASSI 2, 3, 1], de modo a contribuir com a investigagao das teorias da gravitagao
em (2+1)D.

No capitulo 2, a primeira se¢ao aborda o teorema da equivaléncia de Cartan [7,

], que determina um conjunto de invariantes sob transformagoes de coordenadas, dado
pelos componentes do tensor de curvatura e das suas derivadas covariantes até uma dada
ordem em relagao a um referencial nao-holonomico. Esse conjunto constitui uma descri¢cao
completa do campo gravitacional local, vélida para espagos-tempos pseudo-Riemannianos
com qualquer dimensao. Na segunda secao, obtém-se a partir do conjunto de invariantes
de Cartan, as dimensoes do grupo de isometria, do subgrupo de isotropia e da érbita do
grupo.

No capitulo 3 é mostrado como as dificuldades de utilizar a solugao de Cartan na
pratica sao consideravelmente reduzidas, através do desenvolvimento de um procedimento
prético para testar a equivaléncia de espagos-tempos em (2+1)D, que é um caso particular
do procedimento desenvolvido por Karlhede [7, 8] para espagos-tempos em (3+1)D. Na

primeira secao, é apresentada a classificacao Karlhede adaptada para espacos-tempos
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em (2+1)D. Na segunda segao, sao dadas as transformacgoes de Lorentz em (2+1)D em
relacao a uma triada nula, utilizadas na classificacao de Karlhede. Na tltima secao, é
discutida a classificacao algébrica de um tensor simétrico de segunda ordem em (2+1)D,
onde sao obtidas as classificacoes do tensor de Ricci e do tensor de Cotton-York. O tensor
de Cotton-York é o anédlogo em (2+1)D do tensor conforme de Weyl em (3+1)D que é
identicamente nulo em (241)D. Estes resultados também sao utilizados na classificacao
de Karlhede em (2+1)D.

No capitulo 4, demonstramos um teorema [!] onde obtemos explicitamente um
conjunto completo minimo para os invariantes de Cartan em (2+1)D, utilizando o for-
malismo de espinores reais com 2 componentes. Este conjunto é formado por derivadas
de ordem n do espinor de curvatura tal que todas as derivadas de ordem m podem ser
expressas algebricamente em termos desse conjunto para n < m. Este conjunto foi obtido
utilizando as identidades de Bianchi e de Ricci, juntamente com as suas derivadas cova-
riantes. Embora o resultado demonstrado neste capitulo seja o andlogo em (2+1)D do
conjunto minimo correspondente para espagos-tempos em (3+1)D [9], o nosso resultado
nao pode ser considerado um caso particular do mesmo conforme sera visto mais adiante.

No capitulo 5 sao apresentadas algumas etapas uteis para a realizacao dos calculos
necessarios para se obter a classificagdo de Karlhede de espagos-tempos em (2+1)D, até
a derivada de primeira ordem da curvatura. Na primeira se¢ao, mostra-se como calcular
os espinores do conjunto minimo de invariantes de Cartan, até as derivadas de primeira
ordem, a partir de escalares (sob transformacoes de coordenadas) definidos em relagao a
uma triada nula ou uma triada de Lorentz. As transformacoes desses espinores também
sao obtidas a partir das transformacoes de Lorentz. Na segunda secao, sao discutidas
diversas etapas com os cédlculos necessarios para obter a classificacao de Karlhede, até a
derivada de primeira ordem, utilizando o pacote de computagao algébrica GRTensorll [10].
Estes resultados constituem os passos iniciais para uma futura implementagao do problema
da equivaléncia em (2+1)D.

No capitulo 6, as propriedades locais dos espagos-tempos tipo-Gédel em (2+1)D
sao investigadas e as suas classificagoes invariantes obtidas, usando a descricao completa
e invariante do campo gravitacional local, obtida com o uso das técnicas do problema da
equivaléncia. Demonstramos um teorema [!] onde obtemos as condiges para a homogenei-
dade espago-temporal (local). A equivaléncia dos espagos-tempos tipo-Gddel homogéneos
espago-temporal em (2+1)D é estudada e os resultados obtidos sdo apresentados em outro
teorema [1] com os seguintes resultados: (i) suas classificagbes invariante sdo dadas em

2 2 w) correspondem as

termos de dois parametros essenciais m* e w, pares idénticos (m
variedades localmente equivalentes; (ii) quando m? = 4w, todos tém um grupo de isome-
tria com 4 parametros. Quando w = 0 nao ha rotacao e a variedade é conformalmente

plana (o tensor de Cotton-York é identicamente nulo). Quando m? = 4w obtém-se o

Departamento de Fisica/UFPB



CAPITULO 1. INTRODUCAO 3

caso especial do espaco-tempo anti-de-Sitter, que é o limite entre os modelos tipo-Godel
homogéneos espaco-temporal causal e nao-causal. Os resultados obtidos sao comparados
com os trabalhos precedentes em espacos-tempos tipo-Godel homogéneos espago-temporal
em (3+1)D [11].

Finalmente, no apéndice A, sao apresentados alguns conceitos basicos do for-
malismo dos espinores reais [12, 13, 11] com dois componentes em espagos-tempos em
(2+1)D, utilizado para obter o conjunto minimo de invariantes de Cartan. Este forma-
lismo pode ser considerado o andlogo, para espagos-tempos em (2+1)D, do formalismo de
Newman-Penrose [15, 16] com espinores complexos com dois componentes em um espago-

tempo em (3+1)D.

Departamento de Fisica/UFPB



CAPITULO 2

O PROBLEMA DA EQUIVALENCIA

A arbitrariedade na escolha de coordenadas é uma hipdtese bésica subjacente a
qualquer teoria covariante da gravitacao, essa arbitrariedade origina o problema da equi-
valéncia [0, 7, &], isto é, a questao de distinguir se as métricas de dois espagos-tempos
sao diferentes ou sao iguais e seus componentes estao relacionados por transformacoes
de coordenadas. A solucao deste problema requer uma descricao do campo gravitacional
local que seja completa e invariante sob transformacoes de coordenadas. A melhor abor-
dagem para obter a solucao deste problema foi desenvolvida por Cartan [5]. Apesar deste
trabalho abordar o problema da equivaléncia em (2+1)D, a solu¢ao de Cartan é apresen-
tada para uma variedade pseudo-Riemanniana com dimensao n. Na primeira se¢ao deste
capitulo é apresentado o teorema da equivaléncia de Cartan, que determina um conjunto
de invariantes sob transformacoes de coordenadas que constitui uma descricao completa
do campo gravitacional local. Na secao seguinte obtém-se a partir do conjunto de inva-
riantes apresentado na primeira secao a dimensao do grupo de isometria, a dimensao do

subgrupo de isotropia e a dimensao da érbita do grupo.

2.1 O Teorema da Equivaléncia

Nas teorias de gravitagao onde o espago-tempo é dado por uma variedade pseudo-
Riemanniana, o campo gravitacional é descrito pelo tensor métrico g,, que é encontrado
resolvendo as equacoes de campo. Nesse contexto, a equivaléncia local de campos gra-
vitacionais significa o mesmo que isometria local, ja que a conexao é completamente
determinada pela métrica [17]. Assim, duas variedades pseudo-Riemannianas M e M ,
de dimensao n, sao localmente equivalentes quando existe um difeomorfismo entre dois
sistemas de coordenadas (U, z) e (U, %), definidos nos abertos U € M e U C M, dado
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por x* = (&) (onde p,v =1,2,...,n), tal que

- Oz 0z
g;w(x) = @%gaﬁ(l’)v (21)

onde gog() € g, (T) sdo os componentes das métricas em M e M, em relagio aos sistemas

de coordenadas (U, x) e ((7 , &), respectivamente, como mostra a Figura 2.1.

Figura 2.1: Difeomorfismo entre os sistemas de coordenadas (U, z) e (U, &), definidos nos
abertos U C M e U C M, dado pela aplicagao = = z*(z").

O conjunto mais natural de quantidades invariantes que podem ser usadas para
resolver o problema da equivaléncia é constituido pelos chamados escalares polinomiais da
curvatura, construidos a partir da curvatura e suas derivadas covariantes [18]. Entretanto,
essa abordagem nao resolve o problema em (3+1)D, porque nao permite distinguir entre o
espago-tempo plano de Minkowski e o espaco curvo de ondas planas, pois esses invariantes
sao nulos para ambos [19, 20]. Uma situagao similar também ocorre com relagao a espagos-
tempos em (2+1)D [21] e espagos-tempos de dimensao n em geral [22]. Portanto, esses
invariantes determinam apenas condi¢oes necessérias para equivaléncia (local) de espagos-
tempos e nao caracterizam de modo Unico e completo as variedades espacos-tempos.

Agora sera enunciado um teorema demonstrado por Cartan que é utilizado para
obter a solugao do problema da equivaléncia. Sejam M e M duas variedades de dimensao
n, onde estao univocamente definidas duas bases nao-holonomicas w® = w®,dz" e wW* =
w,dz” (onde a = 1,2,...,n), nos sistemas de coordenadas (U,x) e ([7,92) de M e ]\7,
respectivamente. Estas bases, isto é, conjuntos de n 1-formas linearmente independentes,

sao equivalentes se existir uma aplicagao z* = z#(z") de M em M tal que
w(x) = (7). (2.2)

Essa definicao pode ser visualizada para n = 2 na Figura 2.2 abaixo.

Departamento de Fisica/UFPB



CAPITULO 2. O PROBLEMA DA EQUIVALENCIA 6

Figura 2.2: Equivaléncia das bases nao-holonomicas w* = w®,dz" e w* = w*,dz" univoca-
mente definidas nos sistemas de coordenadas (U, z) e (U, Z) das variedades M e M, dada

por w*(x) = w*(T).

As condigoes de integrabilidade das eq.(2.2) sdo dw® = dw®. A derivada exterior

da 1-forma w®(x) sao dadas por
a 1 a b c
dw® = EC pew” A WS, (2.3)

onde C%.(r) é o objeto de nao-holonomia, que tem a seguinte simetria C%, = —C%y.

Portanto, as condigoes de integrabilidade das eq.(2.2) ficam dadas por
C% = C%. (2.4)

Por sua vez, as condigoes de integrabilidade da eq.(2.4) sao dC%, = dé“bc. Considerando

que a derivada exterior do objeto de nao-holonomia é dada por
dC%c = C%e;mw™, (2.5)

onde o ponto-e-virgula representa derivada covariante, entao as condigoes de integrabili-
dade da eq.(2.4) ficam dadas por

Oabc;m - 5abc;m- (26)

Prosseguindo na determinacao das condicoes de integrabilidade, obtém-se sucessivamente
derivadas covariantes de ordens superiores do objeto de nao-holonomia. Este processo
termina quando for calculada uma derivada de ordem p + 1 que seja funcionalmente
dependente dos elementos do conjunto {C%c, C%cmi» -+ » C%eima,...m, }» isto €, das deri-
vadas anteriores. Considerando que em uma variedade de dimensao n existem no maximo
n funcoes funcionalmente independentes, obtém-se que p + 1 < n. Portanto, pode ser

enunciado o teorema de Cartan [7, 5], como sendo:

Teorema 2.1 Sejam M e M duas variedades de dimensao n, onde estdo univocamente

Departamento de Fisica/UFPB
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definidas duas bases nao-holonomicas w® = w*,dx" e W* = w®,dx" nos sistemas de coor-
denadas (U,z) e (U,Z) de M e M, respectivamente. Estas bases sio equivalentes se, e

somente se, o sistema de equacoes algébricas

C% () = C%.(7)

Cabc§m1 (ZL’) - Cabc;m1 (f) (2 7)

a _ Aa ~
C be;ma..mpi (ZL’) — C bc;ml...m(p+1)(l‘)7
for compativel nas varidveis x* e V. A derivada covariante de ordem p+ 1 € a derivada

de ordem mais baiza que € funcionalmente dependente das derivadas anteriores.

O teorema enunciado acima nao pode ser aplicado utilizando uma base nao-holonomica
no espaco-tempo, porque estas bases nao sao univocamente definidas. Um base nao-
holonomica é denominada referencial ortogonal generalizado quando for dada por campos
vetoriais h, = h,*(z)0,, onde os componentes da métrica 7, = g(ha, b)) = guh'hy”
sdo constantes determinadas pelos elementos de uma matriz simétrica n = (14), com a
assinatura apropriada. O co-referencial dual do referencial ortogonal generalizado h, ¢
o conjunto de 1-formas 6% = h?, (z)dz", que satisfaz as seguintes condigdes h,”h?, = 0%,
e hauhb“ = 0%. Entre os referenciais com esta propriedade que sao utilizados nas teo-
rias da gravitacdo em (2+1)D tem-se as triadas de Lorentz, onde a matriz n é dada por
(Nap) = diag(—1,+1,41) e as triadas nulas, onde os elementos nao nulos da matriz n sao
e = —1lenz=+1

Os referenciais ortogonais generalizados nao sao determinados de modo tnico, pois
existem transformacoes lineares nao singulares que preservam o produto escalar definido
pela métrica. Estas transformagoes formam um subgrupo do grupo geral linear GL(n, R),
denominado grupo ortogonal generalizado O(n), com n(n — 1)/2 parametros £ = (£4),
onde A =1,2,...,n(n—1)/2. Referenciais ortogonais generalizados h, e 0%, que sdo bases
duais, se transformam sob o grupo O(n) de acordo com hy, = A%h, e 6 = (A~1)?,0%,
onde (A™1)%A.¢ = 8, € Nap = A, Neal\y = Tap-

O contexto mais apropriado para resolver o problema da equivaléncia utilizando
a abordagem de Cartan é dado pelo fibrado dos referenciais ortogonais generalizados
F(M) [23, 24, 25, 20] definido sobre uma variedade pseudo-Rimanniana M com dimensao
n. O fibrado F(M) é uma variedade pseudo-Riemanniana cujos pontos sao dados pelos
pares: um ponto p de M e um referencial ortogonal generalizado definido em p. Isto é,
uma variedade dada por F'(M) = J,¢,, F}, onde F}, é um conjunto de todos os referenciais
generalizados definidos em p, chamado de fibra sobre p, como mostra a Figura 2.3. As
coordenadas de F'(M) sado dadas por (z,§), onde x = (x*) sdo as coordenadas de M e

¢ = (€%) sdo os parametros do grupo ortogonal generalizado O(n).

Departamento de Fisica/UFPB



CAPITULO 2. O PROBLEMA DA EQUIVALENCIA 8

F(M)

Figura 2.3: Fibrado dos referenciais ortogonais generalizados.

Considerando que no fibrado F'(M) nao existe liberdade de transformagao de refe-
renciais, obtém-se uma base nao-holonémica univocamente definida dada pelas 1-formas

canonicas

0%z, &) = e (x,&)dat, (2.8)

onde €%, (z,£) = A%(&)h’,(z) e pelas 1-formas conexao
S%(x, &) = Badé? + S dat, (2.9)

onde L% = —yba,
E visto agora a aplicacdo do método de Cartan utilizando o fibrado F(M) dos
referenciais ortogonais generalizados. Diz-se que duas variedades pseudo-Riemannianas

M e M sao localmente equivalentes quando existe um difeomorfismo local entre F (M) e
F(M), onde # = z#(3) e €4 = £A(EB), tal que

0"(x,¢) = ©%(%,§), (2.10)
2(a€) = S(F, 6). (2.11)

Com isso pode ser aplicado o teorema 2.1 e desta forma as condigoes de integrabilidade
das egs.(2.10) e (2.11) serao dadas por

de® = de" (2.12)
A, = dx%,. (2.13)

Estas derivadas exteriores podem ser obtidas diretamente das equagoes de estrutura de
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CAPITULO 2. O PROBLEMA DA EQUIVALENCIA 9

Cartan para o fibrado F(M), que sdao dadas por

de® = —x% A 6P, (2.14)

dX% = =X N X + QY%, (2.15)
onde a 2-forma curvatura é dada por
a 1 a c d
Q%(z, &) = 5 ea®" A O, (2.16)

sendo R%.q(z,&) os componentes da curvatura de F(M). Substituindo a eq.(2.15) na
eq.(2.13) obtém-se
—Y0 AT 4 QY = =59 A S+ Q%, (2.17)

e substituindo a eq.(2.11) na eq.(2.17) pode-se facilmente verificar que
Q% = 0%, (2.18)
Substituindo agora a eq.(2.16) na equagao eq.(2.18) acima resulta
1 a c d 1 DHa ale d
iR bcd@ VAN @ - ER bcd@ N @ . (219)

Finalmente, substituindo a eq.(2.10) na eq.(2.19), conclui-se que as condigoes de integra-
bilidade ficam dadas por
R%cq = R%cq. (220)

Por sua vez, as condigoes de integrabilidade das eqs.(2.20) sdo dR%.q = dﬁ“bcd. A derivada

exterior do tensor de curvatura R%..q(x, &) é dada por [7, 20]
AR"ca = R%bea:m©™ — X0 R bed + X" bR e + 2" cR%ma + X" a R bem.- (2.21)

E importante observar que a derivada da curvatura é calculada em relagao as coordenadas
(x,€) de F(M), pois o tensor de curvatura e suas derivadas sdo fungoes de (x,&). Subs-
tituindo a eq.(2.21) nas condigoes de integrabilidade da eq.(2.20) pode-se concluir sem
nenhum esforco, que

R%edim = Redim.- (2.22)

Prosseguindo na determinacao das condicoes de integrabilidade, obtém-se sucessivamente
derivadas covariantes de ordens superiores da curvatura. Este processo termina quando
for calculada uma derivada de ordem p+1 < 3n(n + 1), onde $n(n+ 1) é a dimensao do

fibrado F'(M), que seja funcionalmente dependente dos elementos do conjunto
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{R%ed, R%ecdimy - ,R“bcd;mh,,,7mp}. Considerando estes resultados, o teorema da equi-

valéncia de Cartan [0, 7, 8, 19, 23, 24, 25] fica enunciado por:

Teorema 2.2 Sejam M e M duas variedades pseudo-Riemannianas de dimensdo n. Se-
jam Rq(x,€) € R%a(T,€) os componentes da curvatura dos fibrados F(M) e F(M) dos
referenciais ortogonais generalizados definidos sobre M e M , respectivamente. As vari-
edades M e M sdo localmente equivalentes se, e somente se, existir um difeomorfismo
local de F(M) em F(M), onde z# = z"(i") e £ = €A(EB), tal que o sistema de equagdes

algébricas

Rabcd(x7 é) = Rabcd<§57 5)

Rabcd;ml (SL’, 5) == Eabcd;ml (§7 5)
(2.23)

Rabcd;ml...mp+1 (x7 5) - Rabcd;ml.‘.mwl (%; 5)7

seja compativel nas coordenadas (x",&4) e (¥, €8) dos fibrados F(M) e ﬁ(ﬁ), respecti-
vamente. A deriwvada covariante de ordem p + 1 € a derivada de ordem mais baixa que €

funcionalmente dependente das derivadas anteriores.

O conjunto I, dado por

[p = {Rabcda Rabcd;ml, ey Rabcd;ml...mp}a (224)

representa uma descricao completa e invariante da geometria e seus elementos sao chama-
dos de invariantes de Cartan. O sistema de equagdes dado pelas eqgs.(2.23) determina as
condicoes necessarias e suficientes para uma isometria local entre duas variedades pseudo-
Riemannianas, isto é, para a equivaléncia local de espagos-tempos pseudo-Riemannianos
nas teorias de gravitagao.

O conjunto I, pode ser usado para investigar as propriedades de um espago-tempo
pseudo-Riemanniano. Pode-se tirar conclusoes somente sobre a geometria local e nao a
geometria global, desta forma nao se pode tirar conclusoes sobre a topologia do espago-
tempo. A geometria intrinseca do cone, por exemplo, é localmente plana e localmente
equivalente a uma superficie plana, porém o cone nao é globalmente equivalente a uma

superficie plana.

2.2 Invariantes de Cartan e o Grupo de Isometria

Nesta secao é apresentado um teorema que permite calcular as dimensoes do grupo
de isometria e do seu subgrupo de isotropia a partir dos invariantes de Cartan, dados pelo

conjunto [, definido pela eq.(2.24).
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Uma isometria local é determinada por um campo vetorial v® que satisfaz as se-
guintes condigoes L,g,, = Uy + vy, = 0, isto é, a derivada de Lie dos componentes g,,,
da métrica em relagao ao campo de vetores v® é nula. Estas sao as equacgoes de Killing
e suas solugoes determinam os campos de vetores de Killing, geradores do grupo de iso-
metria (local) do espaco-tempo. A dimensao do grupo de isometria é determinada pelo
nimero maximo de vetores de Killing linearmente independentes. Existe um subgrupo
de isotropia quando existir campos de vetores de Killing, os quais geram grupos de trans-
formagoes de um parametro que deixam invariante os pontos da variedade espago-tempo,
estes campos de vetores de Killing sao os geradores do subgrupo de isotropia.

De acordo com a segdo anterior, para cada isometria (local) de uma variedade
pseudo-Riemanniana M existe, em correspondéncia biunivoca, um difeomorfismo no fi-
brado dos referenciais ortogonais generalizados F'(M) que deixa os invariantes de Cartan
inalterados. Portanto, se existem £k, invariantes de Cartan no conjunto I, que sejam fun-
cionalmente independentes, entao o sistema de equagoes algébricas dado pelas eqs.(2.23)
tem k, equacoes independentes, e a sua solucao depende de %n(n +1) — k, constantes ar-
bitrarias. Utilizando, separadamente, as fungoes das coordenadas (z*) do espago-tempo e
as fungoes dos parametros (£) do grupo ortogonal generalizado O(n), pode-se demonstrar

o seguinte teorema [5, 27]:

Teorema 2.3 Seja o fibrado F(M) dos referenciais ortogonais generalizados com curva-
tura R%.q e coordenadas (x#,&4), sobre uma variedade pseudo-Riemanniana M de di-
mensao n. Considerando que k, seja o nimero de fungoes funcionalmente independentes
no conjunto { R%ed, R bed:m ~-'7Rabcd;m1...mp+1}; onde m, é o numero de funcoes de 4 e

tp 0 nimero de funcgoes de x¥. Entao existe em M um grupo de isometria de dimensao
1
r= §n(n -+ 1) — kp, (2'25)
que tem um subgrupo de isotropia H de dimensao
1
s = én(n —1) —m,, (2.26)
e que atua em uma orbita de dimensao
d=r—s=n—t, (2.27)

Embora o teorema de Cartan apresente uma solucao para o problema da equi-
valéncia, a sua aplicacao requer uma grande quantidade de cédlculos que limita bastante
as possibilidades de sua utilidade na pratica. Por exemplo, considerando espacos-tempos
em (3+1)D, obtém-se que o nimero total de todos os componentes das derivadas da

curvatura ¢ 27.962.020, quando o limite méximo p + 1 = 10 ocorrer. Mesmo quando
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as identidades de Bianchi e as identidades de Ricci, bem como as derivadas covarian-
tes das mesmas, forem utilizadas para eliminar componentes dependentes, restam ainda
8.690 quantidades independentes [9]. No caso de espagos-tempos em (2+1)D, como é
demonstrado no capitulo 4, existe um total de 4.374 quantidades para o limite maximo
p+1 = 6, das quais 336 sdo quantidades independentes [1|. Portanto, é necessario encon-
trar uma maneira de testar a equivaléncia na pratica e lidar com os calculos que devem
ser realizados. Este problema foi abordado por Karlhede [7, &] para espagos-tempos em
(3+1)D. O procedimento desenvolvido por Karlhede para testar a equivaléncia na pratica

¢ apresentado no préximo capitulo e adaptado para espagos-tempos em (2+41)D.

Departamento de Fisica/UFPB



CAPITULO 3

EQUIVALENCIA NA PRATICA EM
(2+1)D

Neste capitulo é mostrado como as dificuldades de utilizar a solucao de Cartan para
o problema da equivaléncia sao consideravelmente reduzidas, através de um procedimento
prético para testar a equivaléncia, desenvolvido por Karlhede [7], onde todos os célculos
sao realizados na variedade base e a ordem méaxima das derivadas é reduzida.

Na primeira secao é apresentada a classificacao de Karlhede, na segunda secao
as transformagoes de Lorentz em (2+1)D e na ultima segao é mostrado a classificacdo
algébrica de um tensor simétrico de segunda ordem, aqui € feita a classificacao do tensor
de Ricci e do tensor de Cotton-York.

3.1 Classificacao de Karlhede

A solucao de Cartan para o problema da equivaléncia, apresentado no capitulo
anterior, tem um aspecto importante a ser considerado na pratica. Em cada ordem
q=0,1,...,(p+ 1) da derivada covariante do tensor de curvatura, hé vérias propriedades
que podem ser determinadas e comparadas, resultando em condi¢oes necessérias para tes-
tar a equivaléncia. Portanto, estas propriedades podem ser usadas em cada ordem ¢ da
derivada covariante da curvatura para estabelecer um procedimento pratico. O teste ter-
mina quando uma dessas condigoes nao for satisfeita. Somente quando todas as condicoes
necessarias para todas as ordens ¢ = 0,1, ..., (p + 1) das derivadas das curvaturas forem
satisfeitas, entao é necessario verificar a consisténcia do sistema de equagoes algébricas
dado pelas eqs.(2.23) do capitulo anterior, isto é, as condigoes necessarias e suficientes

para a equivaléncia. Embora alguns sistemas de equagoes algébricas possam ser resolvi-
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dos utilizando algoritmos, o mesmo nao ocorre no caso geral onde é impossivel obter a
solugao através de um algoritmo [1]. Este fato evidencia a relevancia da abordagem de
Karlhede.

Seguindo esta abordagem, os passos utilizados no algoritmo de Karlhede para testar
a equivaléncia serao explicados a seguir. Inicialmente, utiliza-se o procedimento onde as
coordenadas x* da variedade M sdo tratadas separadamente dos parametros 4 do grupo
das rotacoes ortogonais generalizadas. Isto é obtido calculando-se os invariantes de Cartan
em uma segao do fibrado F'(M) dos referenciais ortogonais generalizados [20], isto é, em
relacdo a um dado referencial ortogonal generalizado. Assim, todos os invariantes de
Cartan sao projetados na variedade base M e nao dependem mais dos parametros do

grupo de rotagoes generalizadas. Logo, o conjunto

Iy = {R%cd; R%bedimy s s R bedimy .mp 1 1 (3.1)

agora é formado pelos componentes da curvatura de M e das suas derivadas covariantes em
relacao ao referencial ortogonal generalizado, o qual é definido pela se¢ao local do fibrado
de referenciais. Contudo, a dependéncia dos invariantes de Cartan nos parametros £4 do
grupo ortogonal generalizado ainda pode ser verificada através do comportamento desses
invariantes sob rotacgoes generalizadas.

O proximo passo consiste na reducao da dimensao do fibrado efetivamente utilizado
para determinar a equivaléncia, em cada ordem ¢ = 0,1, ..., (p + 1) da derivada covari-
ante da curvatura. Isto é obtido pela escolha de um referencial ortogonal generalizado
alinhado com diregoes invariantes determinadas pelos invariantes de Cartan. Com esta
escolha a liberdade de rotacoes generalizadas é reduzida e o referencial é fixado o méximo
possivel. Essas direcoes invariantes sao obtidas realizando as classificacoes algébricas dos
invariantes de Cartan, e depois colocando cada um dos invariantes nas respectivas for-
mas canonicas, escolhidas a partir dos resultados das classificacoes. Os referenciais assim
fixados sdo denominados referenciais canonicos [7]. Esta etapa tem dois aspectos impor-
tantes, do ponto de vista pratico. Em primeiro lugar, & medida que a dimensao do fibrado
é reduzida, a ordem maxima ¢ = (p+ 1) das derivadas da curvatura que precisam ser cal-
culadas também diminui. Em segundo lugar, um conjunto de condi¢oes necessarias para
a equivaléncia é obtido a partir das classificagoes algébricas dos invariantes de Cartan,
dadas pelos tipos algébricos, suas formas canonicas e seus grupos de isotropia.

A redugao da dimenséao do fibrado em cada ordem ¢ = 0,1, ..., (p + 1), pode ser
determinada a partir do grupo de isotropia H, do conjunto I,. Este grupo ¢ formado
pelas rotagoes generalizadas que deixam invariantes as formas canonicas dos elementos
de I,. Assim, quando dois espagos-tempos tiverem o mesmo grupo de isotropia H,, os

ntimeros m, de fungdes funcionalmente independentes dos parametros £4 também serdo
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iguais nos dois espagos-tempos [28]. Portanto, a liberdade de rotagoes generalizadas do
referencial canonico ¢ reduzida toda vez que o grupo de isotropia H, tiver dimensao menor
que H,_1). Neste caso, como H, ¢ um subgrupo de H(,_1), os parametros das rotagoes
generalizadas de H,_1) que nao pertencem a H, podem ser usados para fixar ainda mais
o referencial.

O passo seguinte ¢é levar em conta o fato de que os invariantes de Cartan também
devem ter a mesma dependéncia com relacao as coordenadas x* do espago-tempo, para que
haja equivaléncia. Assim, em cada ordem ¢ = 0,1,...,(p + 1) da derivada da curvatura
utilizada no procedimento prético, também ¢é necessario que os nimeros t, de funcoes
funcionalmente independentes das coordenadas x* nos conjuntos /, também sejam iguais
nos dois espagos-tempos [28].

Finalmente, de acordo com a solucao de Cartan para o problema da equivaléncia,
os invariantes de Cartan devem ser calculados até a ordem ¢ = (p + 1) das derivadas
onde os elementos do conjunto I,y sao funcionalmente dependentes dos elementos do
conjunto I,. Assim, o procedimento pratico estara concluido em uma derivada de ordem ¢
quando coincidirem tanto os grupos H,—1) ¢ Hy, quanto os ntimeros de fungoes funcional-
mente independentes t(,_1) e t,. O 1ltimo passo consiste justamente na realizagao dessas
comparagoes. Ocorrendo a igualdade faz-se ¢ = (p + 1), finalizando o procedimento. Em
casso contrario, aumenta-se ¢ em uma unidade, retorna-se ao passo inicial e repete-se o
precedimento.

Finalmente, todos os passos do procedimento pratico discutidos até aqui sao re-
sumidos em um algoritmo [1], que comega com as derivadas de ordem ¢ = 0 e tem os

seguintes passos:

1. Calcular os elementos do conjunto I, isto ¢, as derivadas covariantes da curvatura

até a ordem gq.

2. Fixar o referencial utilizado, o maximo possivel, colocando os elementos de I, nas
respectivas formas canonicas, obtidas a partir das classificacoes algébricas dos seus

elementos.

3. Determinar o grupo de isotropia H, do conjunto I, isto €, as rotagoes ortogonais

generalizadas que deixam invariantes as formas canonicas dos elementos de ;.

4. Encontrar o numero ¢, de funcoes funcionalmente independentes das coordenadas

x* nos elementos do conjunto /.

5. Se o grupo H, for o mesmo que H,_1) e o nimero de funcoes funcionalmente inde-
pendentes ¢, for igual a t(,_1), entdo faz-se ¢ = (p + 1) e o procedimento termina.
Caso contrario, aumenta-se ¢ em uma unidade, retorna-se ao passo 1 e repete-se o

procedimento.
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Através desse procedimento obtém-se uma classificacao invariante dos espacos-tempos
pseudo-Riemanninos de dimensao n, chamada de classificagao de Karlhede, em termos
das seguintes propriedades: os conjuntos das formas canonicas em I,, dos grupos de
isotropia {Hy, ..., H,} e dos nimero de fungoes independentes {to, ..., t,}.

Para testar a equivaléncia de dois espagos-tempos pseudo-Riemannianos as suas
classificacoes de Karlhede sao comparadas e s quando elas forem iguais e que é necessario
verificar a compatibilidade do sistema de equagoes dada pelas eqs.(2.23).

Como as fomas canonicas dos tipos de Segre do tensor do Ricci sao obtidas rea-
lizando transformacoes de Lorentz, serao dadas na préxima secao as transformacoes de

Lorentz em (2+1)D realizadas em triadas de Lorentz e em triadas nulas.

3.2 Triadas Nulas e Transformacoes de Lorentz

Neste secao serao apresentadas as transformacoes de Lorentz locais em um espago-
tempo em (24+1)D, que formam o grupo de Lorentz SO(2,1) com trés parametros. Inici-
almente serao apresentados as transformacoes em relacao a uma triada de Lorentz e pos-
teriormente serdo apresentadas as transformagoes em relacao a uma triada nula [29, 30].

Uma triada {t%, 2%, 2%} é chamada de triada de Lorentz se o produto interno nao-
nulos entre seus vetores forem dados por z%x, = 2%z, = —t%, = 1, onde % e 2% sao
vetores tipo-espaco e t* é vetor tipo-tempo, desta forma a métrica tem assinatura (— + +)
e é dada por

Jab = —Laty + TqTy + 242p. (3.2)

As transformagoes de Lorentz de uma triada de Lorentz {t*, x%, 2%} para outra {t'*, z'*, 2'*},
podem ser decompostas em “boosts” e rotagoes espaciais. “Boosts” no plano dos vetores

t* e x* sao as transformagoes dadas abaixo

t'* = cosh (¢) t* + sinh (¢) 2%, 2'* = sinh (¢) t* + cosh (¢) 2%, 2" = 2¢, (3.3)
onde .
: _ _ _v
COSh (¢) =7 Slnh (¢) - /877 Y= \/1_7527 /6 C7 (34)

que formam o subgrupo SU(1,1). “Boosts” no plano dos vetores t* e z* sao as trans-

formagoes dadas por
t'* = cosh () t* + sinh (¢) 2%, 2'* = sinh () t* + cosh (¢) 2%, 2" = 2, (3.5)

onde
cosh (¢) =, sinh(¢) = B7, (3.6)
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que também formam o subgrupo SU(1,1). Rotagoes no plano dos vetores z% e 2% sdo as

transformacoes dadas abaixo
' = cos (0) 2 +sin (0) 2%, 2* = —sin (0) 2® + cos (0) 2%, t'* = t°, (3.7)

que formam o subgrupo SO(2).

Uma triada {k% n% m®} é chamada de triada nula se o produto interno nao-nulos
entre seus vetores forem dados por k“n, = —1 e m“m, = 1, onde k® e n* sao vetores nulos
e m® é vetor tipo-espago. Desta forma a métrica na triada nula fica dada pela seguinte
equacao

Jab = —konpy — kyng + mamy,. (3.8)
A partir de uma triada de Lorentz pode-se obter uma triada nula de acordo com

1 1
kY = —(t* + 2%), n® = —(t"—2"), m* =2z (3.9)

V2 V2
Pode-se obter também, uma triada de Lorentz a partir de uma triada nula. Para isto

basta usar o seguinte sistema de equacoes

1 1
ta:—(k:“—i-n“), Za:—U{fa—na), ma:xa' (310)

V2 V2

As transformagoes de Lorentz de uma triada nula {k% n® m®} para outra triada nula

{K'*,n'*,m'*}, sdo decompostas em “boosts” no plano dos vetores k% e n* [29]

1
—k* m'* =m", (3.11)

Ia:Aa k/a:
n n®, 1

onde A = e¥ > 0, que formam o subgrupo SU(1,1). Rotacdes nulas que deixam o vetor

n® invariante [29]
la a a 1 2, a la a a la a
K =k + Bm +§Bn,m =m*+ Bn®, n'*=n% (3.12)
onde B € R, que formam o subgrupo N,,, cujas inversas sao dadas por
a la la 1 2, la a la la a la
k* = k'* — Bm +§Bn,m:m — Bn™, n%®=n'" (3.13)
Rotagoes nulas que deixam o vetor k£* invariante

1
n'* =n®+Cm* + 50216“, m'* =m*+ Ck®, k' =k°, (3.14)
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onde C' € R, que formam o subgrupo N, cujas inversas sao dadas por
a la la 1 271./a a la la a /a
n® =n"* — Cm —|—§C'k:, m®=m'* - CK"“, k*=Fk". (3.15)

Na préxima secao serao apresentadas as classificagoes algébricas do tensor de cur-
vatura e do tensor de Cotton-York de um espago-tempo em (2+1)D, utilizadas no passo

2 do algoritmo de Karlhede para ¢ = 0 e ¢ = 1, respectivamente.

3.3 Classificacao de Segre

Em espagos-tempos em (2+1) dimensoes o tensor de Weyl é identicamente nulo [31]
e o tensor de curvatura pode ser decomposto em partes irredutiveis em termos do tensor
de Ricci sem traco Sy, = Ry — % Jgap R e do escalar de curvatura R = R%,, onde Ry, = R

é o tensor de Ricci, de acordo com

1
Rabcd = gachd — gadSbc + gdeac — gchad - 6<gadgbc — gacgbd)R- (316)

Portanto, a classificacao algébrica do tensor de curvatura é equivalente a classificacao
algébrica do tensor de Ricci sem traco.

Nesta secao é apresentada a classificacao algébrica de um tensor simétrico de se-
gunda ordem, denominada classificacao de Segre. Os resultados serao apresentados para
o tensor de Ricci Ry, € depois para o tensor de Ricci sem trago Sgp.

A classificagao de Segre de um tensor simétrico de segunda ordem R, é obtida a

partir do problema de auto-valores do tensor misto
(R% — A\of v’ =0, (3.17)

onde A € C e v® pode ser um vetor complexo. A solucio deste problema em um espaco
com métrica euclidiana é obtido diagonalizando a matriz formada por R%, através de uma
transformacao de similaridade. Todavia, como a métrica nas teorias de gravitagao ¢ a de
Lorentz, somente ¢ possivel reduzir R*, a uma forma canoénica de Jordan [32, 33].

O sistema de equacoes algébricas lineares nos componentes v® dos auto-vetores
dado pela eq.(3.17) sé possui solugdo nao-trivial para valores de A que sejam solugoes da

equagao algébrica do terceiro grau obtida fazendo igual a zero o determinante

|R% — A6 = N> + aX? + bA + ¢ =0, (3.18)
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onde
a=—R'Y' R — R =—R, (3.19)
b=R' R* + R' R*; + R*, R*s — R*3 R* — R*, R'y — R*| R3, (3.20)
c=—RYR» R} + RYR*R* — R* R>% R's + R>, R', R®; (3.21)
— R*\ R, R’ + R*| R'3 R, '

De acordo com o teorema fundamental da algebra a eq.(3.18) tem trés raizes, que

determinam os auto-valores A de R%,, que sao dadas por

1 3 1 3
onde
1/3
D= (36ba —108¢ — 8 a® + 12V120° — 3b%a2 — 5dbac + 81 + 12ca3) . (3.23)
2 - 2 2 _ 2 _
. D?*+12b — 4a | _ D= —12b+ 4a 2aD. (3.24)
6D 6D

Obtidos os auto-valores, a matriz R*, pode ser reduzida a uma das formas candnicas
de Jordan, representadas com a notacao de Segre, que é apresentada a seguir. Em um
espago-tempo (2+1)D, as formas de Jordan sao dadas por uma matriz diagonal por blocos,

onde cada bloco pode ser dado por:

N 10

(M) A o3 Ny 1 (3.25)

1 ) 0 )\2 3 ) .
0 0 A

onde os elementos Ai, A2, A3 da diagonal principal sao um dos auto-valores.
Considerando que a multiplicidade das raizes reais da equagao caracteristica pode

ser 1, 2 ou 3, e que também podem existir duas raizes complexas conjugadas e uma real,

as possiveis formas canonicas de Jordan para R? que sao compativeis com a assinatura

da métrica de Lorentz sao [32]

At 00 M 100
0 X 0 |, 0o N 0 |, (3.26)
0 0 X 0 0 X\
10 0
A1, 0z 0 |, (3.27)
0 A 0
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onde os auto-valores A\i, Ay e A3 sao reais e os auto-valores z e zZ sao complexos conjugados.
Para cada auto-valor em um dos blocos de Jordan existe associada uma dire¢ao principal
do tensor de Ricci R? determinada pelo auto-vetor correspondente, que pode ser tipo-
tempo, tipo-espaco ou tipo-nulo. Existe degenerescéncia quando os auto-valores de dois
ou mais blocos de Jordan sao iguais.

Na notagao de Segre as formas canonicas de Jordan sao representadas por uma
lista, colocada entre colchetes, com os algarismos que correspondem as dimensoes dos
blocos de Jordan e com as letras zz que representam os blocos com auto-valores complexo
conjugados. Os algarismos correspondentes a blocos com o mesmo auto-valor sao escritos
juntos entre paréntesis e aos blocos associados a auto-vetores tipo-nulo e tipo-tempo sao
escritos por ultimo a direita, sendo o correspondente ao auto-vetor tipo-tempo separado
por uma virgula. Assim, utilizando esta notacao, as formas canonicas para R%, dadas
nas eqgs.(3.26), (3.27) acima sao representadas por [11,1], [12], [3] e [12Z], respectiva-
mente. Incluindo as possiveis degenerescéncias, os tipos de Segre estao dados na Tabela
3.4 na pagina 25. Os resultados correspondentes em (3+1)D podem ser encontrados, por
exemplo, em [17, 34, 33].

Os tipos de Segre também podem ser obtidos a partir do tensor de Ricci em uma
triada nula, utilizando transformacoes de Lorentz para simplificar o maximo possivel seus
componentes nao-nulos [29, 30]. Assim, através de transformagoes de Lorentz é possivel
encontrar uma triada nula {k% n® m®}, com apenas kn, = —1 e m*m, = 1 nao-nulos,
tal que os tipos de Segre e suas degenerescéncia ficam expressos pelas formas canonicas
dadas na Tabela 3.1:

’ Tipo de Segre \ Forma canodnica ‘

[11,1] Rap = —20k(qnyy — B(koky + nanp) + ymamy,
[(11),1] Ry = Y9ap + (v — @) (ko + ng) (ko + 1p)
[1(17 1)] Ry, = 0fab + (7 - )mamb
[(117 1)] Rap = agab
[12] Rab = —2ak(anb) + /\/{Eak}b + Yy
[(12)] Rup = agap + Nk ky
3] Rap = agap + p(kamy + mgksy)
[125] Rab = —Zak(anb) — ﬁ(kakb — nanb) + Yy

Tabela 3.1: Tipos de Segre e formas candnicas para o tensor de Ricci em uma triada nula
{k*,n* m®}, com apenas k°n, = —1 e m*m, = 1 ndo-nulos, onde o, 5,7y € R, A ==+1e
p = +1. Para o tipo [1zZ] tem-se a restrigao 3 # 0.

Uma informagao importante é que, na Tabela 3.1, o escalar de curvatura é dado
por R = 2a + v para todos os tipos de Segre, exceto os tipos [(11,1)], [(12)] e [3] onde
R = 3a.

Os auto-vetores do tipo de Segre [11,1] constituem uma triada de Lorentz t* = (k*+
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n“)/\/i, 2% = (k% —n)/v/2 e £* = m®, com apenas t*t, = k*n, = —1 e 2%z, = 2%, = 1
nao-nulos, os auto-valores correspondentes séao 6 = a+ 3, p = a — [ e . Portanto, é
possivel escolher uma triada de Lorentz {t*, 2%, 2%} onde o tipo de Segre [11,1] fica expresso

pela forma canonica alternativa
Ry, = _5tatb + YT Ty + PZa2b- (328)

Os auto-vetores para o tipo de Segre [12] sdo k* e m® e os respectivos auto-valores sao a e
7, enquanto que no tipo [3] o auto-vetor é k% com auto-valor . Finalmente, o tipo [1zZ]
¢ o unico que admite auto-valores complexos. Os auto-vetores sao k* + in® e m® com o0s
respectivos auto-valores a =i/ e 7, onde g # 0.

Os tipos de Segre e as formas canonicas de Jordan para o tensor de Ricci sem
trago Supy = Rap — % Jap R sao obtidos a partir da classificacao do tensor de Ricci impondo a
condigao de trago nulo, isto é, S, = S + 5% + 533 = 0 [32]. Neste caso, o determinante

na eq.(3.18) fica dado por
1S% — XS] = A* + bA + ¢ =0, (3.29)

ou seja, a condi¢ao de trago nulo é obtida fazendo a = 0 na eq.(3.18). As raizes da
eq.(3.29) sao obtidas substituindo a = 0 nas eqs.(3.22) e nas egs.(3.23) e (3.24) para A,
B e D. Com isso obtém-se os tipos de Segre e as formas de Jordan para S,, dadas na
Tabela 3.5 na pagina 26. Os auto-valores Ag e Ag de Ry, e Sy, respectivamente, estao
relacionados por Ag = Ag — iR, onde R ¢é o escalar de curvatura.

O mesmo processo utilizado para encontrar os tipos de Segre do tensor de Ricci
R, em uma triada nula {k% n® m®}, também pode ser utilizado para obter os tipos de

Segre do tensor de Ricci sem traco Sy, cujas formas canonicas sao dadas na Tabela 3.2.

’ Tipo de Segre \ Forma canonica ‘

[11,1] Sy = —2 (k:(anb) + mamb) — B(koky + ngny)
[(11)7 1] Sab = _2agab - 30&(1{2(1 + na)<kb + nb)
[1(1,1)] Sab = QGap — 3amgmy,
[(11,1)] S =0

[12] Sab = =20 (kann) + mams) + Akaks

[(12)] Sap = Akoky

[3] Sab = [L(k‘amb + mak‘b)
[12’5] Sop = —20 (k:(anb) + mamb) — ,B(k‘akb — nanb)

Tabela 3.2: Tipos de Segre e formas candnicas para o tensor de Ricci sem trago S, em
uma triada nula {k% n% m®}, com apenas k%n, = —1 e m*m, = 1 nao-nulos, onde «,
€ R, A =+1e pu==+1. Para o tipo [1zz] tem-se a restrigao 3 # 0.
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Além do tensor de Ricci e do tensor de Ricci sem trago, um outro tensor importante
para o problema da equivaléncia em (241)D ¢ o tensor de Cotton-York, como é mostrado
no proximo capitulo, onde é escolhido um conjunto minimo de invariantes de Cartan no
qual o espinor de Cotton-York esta incluido. O tensor de Cotton-York desempenha em
(24+1)D um papel anédlogo ao tensor de Weyl em (3+1)D. As propriedades conformes do

espago-tempo em (241)D sao descritas pelo tensor de Cotton-York [32], dado por

C% =V, (Rbd - igbdR> e, (3-30)
onde 7 = \/%—gea“l, Nacd = \/—Y€acds § = det(gap) € €ape ¢ 0 simbolo de Levi-Civita com
€123 = 1. Ele é invariante sob transformacoes conformes da métrica, é nulo para espagos-
tempos conformalmente planos e tem as seguintes propriedades: Cy, = Chy, C%, = 0, isto
é, ele é simétrico e tem trago nulo [32]. Como estas sao as mesmas propriedades do tensor
de Ricci sem traco Sy, entao as classificagoes de Segre de Cy, e de S, sao obtidas da
mesma maneira. Elas diferem da classificacao do tensor de Ricci pela condicao de trago
nulo.

A partir dos resultados obtidos, pode-se verificar que, as formas canonicas do tensor
de Ricci determinam uma triada nula {k% n® m®}, cujos vetores sdo alinhados com as
diregoes principais do tensor de Ricci. Estes sao os referenciais canonicos utilizados no
procedimento pratico de Karlhede. Entretanto, eles nao sao univocamente determinados,
pois os tipos de Segre e suas degenerescéncias tém grupos de isotropia cujos elementos
sao transformacoes de Lorentz que deixam invariantes as formas canonicas.

A implementacao do algoritmo de Karlhede fica bastante simplificada com o uso do
formalismo espinorial, de acordo com o conjunto completo minimo das derivadas covari-
antes obtido no préximo capitulo. Por isso, a classificacao de Segre é realizada utilizando
o espinor Sapcp = 2P apcp, que corresponde ao tensor de Ricci sem trago Sgp, através

dos escalares reais definidos abaixo

1 1
Dy = Pyoo0 = = Supkk" = = Rypkk®
2 2 (3.31)
=1 (Rabtatb + Ryp2®2b + 2Rabtazb) ,
1 1
Oy =Py = §Sabnanb = _Rabnanb
- 2 (3.32)
=3 (Rabt“tb + Ryp2%2® — 2Rabt“zb) ,
1 1
Dy = P1yp0 = = Sapnk’ = ~ (Rabnakb + Rabm“mb)
2 6 (3.33)
1 .
== (Rapt“t” — Rop2“2" + 2Rpa"a’)
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1 1
D) = Pypg0 = _Sabmakb = —Rabmak'b
2v2 2v2 (3.34)

1
=7 (Rabt“xb + Rabzamb) ,
1 b

2v2 2v2 (3.35)

= i (Rabta b_ Rabzaxb) s

(I)B = (I)l()ll =

onde {k*, n* m®} e {t* x* 2} sdo, respectivamente, uma uma triada nula e uma triada
de Lorentz relacionadas pelas egs.(3.9) e (3.10). O espinor totalmente simetrizado ® 4pcp
(onde 4,B,¢,0=0,1) é chamado de espinor de Ricci (veja apéndice A). As quantidades @ x
(onde x = 0,1, ...,4) sado escalares sob transformacgoes de coordenadas. Note que, quando
a ordem de k% e n® é invertida o indice 2 em ® yx permanece inalterado, enquanto ocorrem
as mudancas 0 <> 4 e 1 < 3.

Usando as quantidades definidas pelas eqs.(3.31)-(3.35) dadas acima e as formas
canonicas dadas na Tabela 3.1, pode-se expressar as formas canonicas e os grupos de
isotropia para os tipos de Segre do espinor de Ricci em termos das quantidades nao-nulas
®x (onde x= 0,1, ...,4) de acordo com a Tabela 3.3.

\ Tipo de Segre \ Forma canoénica \ Grupo de isotropia \
[11,1] Oy = Oy, Dy nao tem
[(11),1] by = by =3P, SO(2)
[1(1,1)] b, SO(1,1)
[(A1,1)] | ®x =0 (x=0,1,2,3,4) SO(2,1)
[21] Oy =1,y nao tem
[(21)] o, =1 rot. nula, k* =inv.
3] O3 =1 nao tem
[221] Oy = -y, Dy nao tem

Tabela 3.3: Formas canonicas dos tipos de Segre do espinor de Ricci ®apcp, que cor-
responde ao tensor de Ricci sem traco, com os respectivos grupos de isotropia, dadas em
termos dos escalares reais ®x (x=0,1,2,3,4) ndo-nulos. Para o tipo [11,1] ®5 pode ser
nulo.

Analogamente, a classificacao de Segre do tensor de Cotton-York Cy;, é realizada
utilizando o espinor de Cotton-York Cyupcp = Vagcp, expresso em termos dos escalares

reais definidos abaixo

1

Wy = Wogo0 = Coapk®k? = 3 (Capt™® + Copz®2" + 2C,t*2") (3.36)
1

1114 = \111111 = Cabnanb = 5 (Oabtatb + Cabzazb - QCabtaZb) s (337)
1

Uy = Uyy9 = Copn®k’ = 3 (Capt®™® — Cpz®2") (3.38)
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1 1

Uy = Uyg00 = ﬁcabma/gb =5 (Capt*a® + Cop2“a’) (3.39)
1 1

\113 = 1111011 = ﬁoabmanb = 5 (Cabta b_ Cabzaxb) s (340)

onde {k*,n* m®} e {t* x* 2} sdo, respectivamente, uma uma triada nula e uma triada
de Lorentz relacionadas pelas eqs.(3.9) e (3.10).

As formas canonicas dos tipos de Segre do espinor de Cotton-York, bem como os
respectivos grupos de isotropia, sao dados na Tabela 3.3 quando se faz a substituicao
dos escalares ®x pelos correspondentes ¥y, onde x= 0,1,2,3,4. Note que, quando a
ordem de k* e n® ¢é invertida o indice 2 em ¥y permanece inalterado, enquanto ocorrem
as mudancas 0 <> 4 e 1 ¢ 3.

Nao é necessario calcular todos os invariantes de Cartan, considerando que os mes-
mos estao relacionados pelas identidades de Bianchi, as identidades de Ricci e as derivadas
covariantes de ambas. No préximo capitulo é abordado o problema de determinar um con-
junto minimo de invariantes de Cartan para cada ordem das derivadas da curvatura, afim

de implementar o algoritmo de Karlhede da maneira mais eficiente possivel.
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’ Forma de Jordan \ Notagao de Segre \ auto-valores ‘
A 000
0 )\2 0 [11, 1] /\1 7é /\2 7£ )\3
0 0 Xs
A 0 O
0 X 0 [(11),1] M FE A =A3=\
0 0 A
A0 0
0 X 0 [1(1,1)] A3 F A =X = A
0 0 As
A0 0
0 A0 [(11,1)] A =X =A3=2]A
0 0 A
A 100
0 )\1 0 [12] /\1 7& /\2
0 0 X
A1 O
0 A0 [(12)] A== A
0 0 A
A1 0
0 X 1 3] A
0 0 A
z 0 0
0z 0 [12Z] zeC, A
0 0 A

Tabela 3.4: Formas canonicas de Jordan para um tensor simétrico de segunda ordem,
em um espago-tempo com métrica de Lorentz e (2+1) dimensoes, com os correspondentes
tipos de Segre e degenerescéncias. Os auto-valores Aq, A2, A3 e A s@o reias e os auto-valores
z e Z sao complexos conjugados.

Departamento de Fisica/UFPB



CAPITULO 3. EQUIVALENCIA NA PRATICA EM (2+1)D 26

’ Forma de Jordan \ Notagao de Segre \ auto-valores ‘
A0 0
0 )\2 0 [11, 1] )\1 7é A27 /\3 = —)\1 — )\2
0 0 —XA—X
—2X 0 0
0 X O [(11),1] Ao =A3 =X\, A\ = =2\
0 0 A
A0 0
0 X 0 [1(1,1)] Al =X = A, A3 = =2\
0 0 —2\
0 00
0 00 [(11,1)] A =X =A3=0
0 00
A1 0
0 X 0 [12] A=A, A = =2
0 0 =2\
010
0 00 [(12)] A =X=0
000
010
0 01 3] A=0
000
z 0 0
0 z 0 [122] A= —2Rez, z€C
0 0 —2Rez

Tabela 3.5: Formas canonicas de Jordan para um tensor simétrico de segunda ordem
de trago nulo, em um espago-tempo com métrica de Lorentz e (2+1) dimensoes, com os
correspondentes tipos de Segre e degenerescéncias. Os auto-valores A\i, Ao, A3 e A sdo reias
e os auto-valores z e Z sao complexos conjugados.
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CAPITULO 4

UM CONJUNTO MINIMO DE
INVARIANTES EM (2+1)D

Para testar a equivaléncia é necessario calcular as derivadas covariantes da curva-
tura. Para uma simplificacao nos calculos, é desejavel especificar um conjunto minimo
dos invariantes de Cartan a serem calculados em cada ordem ¢ = 0,1,2,...,(p + 1) das
derivadas covariantes da curvatura e este capitulo se dedica a este objetivo. Portanto, é de
estrema importancia obter um conjunto minimo dos componentes das derivadas de ordem
n do espinor de curvatura tal que todas as derivadas de ordem m podem ser expressas
algebricamente em termos desses conjuntos para n < m.

Um aspecto relevante a ser considerado quando se calcula as derivadas covariantes
do tensor de curvatura consiste no fato delas estarem relacionadas entre si através das
identidades de Bianchi e de Ricci. O resultado novo que é demonstrado neste capitulo,
para espagos-tempos em (2+41)D, é anédlogo ao resultado obtido por MacCallum e Aman [9]
para espagos-tempos em (3+1)D.

Embora existam outros conjuntos minimos (relacionados com o conjunto aqui esco-
lhido pela aplicagao das identidades de Ricci e de Bianchi), o conjunto escolhido tem duas
propriedades importantes: é definido recursivamente (isso evita a necessidade de calcular
derivadas adicionais de ordem n das quantidades a fim de encontrar derivadas de ordem
mais altas) e contem somente espinores totalmente simétricos. Por serem totalmente
simétricos isso facilita a notagao e reduz consideravelmente o nimero de quantidades

independentes a serem calculadas.
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4.1 Quantidades Independentes

Antes de especificar o conjunto minimo de invariantes de Cartan obtido neste
trabalho, é importante determinar o nimero de quantidades algebricamente independentes
necessarias para especificar os invariantes formados a partir da derivada de ordem n da

curvatura. Para um espago-tempo em (2+41)D, este nimero é dado por

3
In:§(n+4)(n—|—1). (4.1)
O resultado acima pode ser facilmente obtido a partir dos invariantes formados com as
derivadas parciais de ordem (n + 2) da métrica, em um dado sistema de coordenadas.
Uma vez que as derivadas parciais comutam, todas as derivadas sao expressas em termos

das derivadas totalmente simetrizadas g(p),(c, )- O ntmero destas quantidades

€255C(n42)
pode ser facilmente encontrado a partir do calculo, para cada um dos 6 componentes
independentes da métrica g(q), da combinacao com repeticao dos N = n + 2 indices das
coordenadas em cada simetrizacdo (ci,ca, ..., Chy2) entre os K = 3 diferentes possiveis
valores para as coordenadas, cujo resultado é dado por

N+K-1)!  6(n+4)

6((K— v = 2!(n+2))! =3(n+4)(n+3). (4.2)

Entretanto, é necessario considerar as possiveis transformacoes de coordenadas, especifi-
cada por trés fungoes cujas derivadas de ordem (n + 3) contribuem para as derivadas de
ordem (n + 2) da métrica. Por um argumento similar ao anterior, obtém-se

3(n+5)! 3

——— =—(n+5)(n+4 4.3

2l(n + 3)! 2< ) ) (43)
contribuicoes distintas que surgem deste modo. Portanto o nimero das quantidades inde-
pendentes dado na eq.(4.1) é a diferenca entre os valores dados na eq.(4.2) e na eq.(4.3).

O numero total acumulado de quantidades independentes nas derivadas covariantes

da curvatura, desde a ordem 0 até a ordem n, dado por
k=n 1
sz:§(n+6)(n+2)(n+1), (4.4)
k=0

é consideravelmente menor do que o nimero dos componentes da derivada da curvatura
de ordem n dado por 6 x3". Por exemplo, no limite médximo n = 6 da ordem das derivadas
na solucao de Cartan, o nimero de componentes da derivada covariante da curvatura é
4.374 e o numero acumulado de quantidades independentes é 336. De maneira similar

para n = 5 os nimeros sao 1.458 e 231, respectivamente. Portanto, é necessario uma
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implementacao em computacao algébrica para realizar os calculos, visto que o nimero de
quantidades a serem calculadas é muito grande.

Para terminar essa se¢ao, é importante apresentar as formas espinoriais das iden-
tidades de Bianchi e Ricci que estao demostrada no apéndice A e sao dadas, respectiva-

mente, pelas equacoes

1
VA s pep + T3 Vorh =0, (4.5)
N _ D é
ViaVentbe =Papcpy™ + 5 (€catp + €opia). (4.6)

Estas equagoes sao utilizadas na obtencao do conjunto minimo que é o resultado novo
obtido neste trabalho.

4.2 Conjunto Minimo

Nesta secao é demostrado que um conjunto completo minimo para as derivadas
de ordem m da curvatura de um espago-tempo em (2+1)D, denotado por C™ = V'R U
VIRU...UV™R, onde V"R (para 0 < n < m) é o conjunto formado pelos espinores

abaixo:

(i) A derivada totalmente simetrizada de ordem n do espinor de Ricci

ViaxVew - VaezPrrrm-

(ii) A derivada totalmente simetrizada de ordem n do escalar de curvatura
VaxVpw - VazA.

(iii) Para n > 1, a derivada totalmente simetrizada de ordem (n — 1) do espinor de

Cotton-York ViuxVew - VazVukrm).

(iv) Para n > 2, o d’Alembertiano para todas as quantidades no conjunto V" 2R, dado
por OQ = VN8V vk Q, onde Q é um elemento do conjunto V*2R.

O conjunto acima foi obtido seguindo um raciocinio andlogo ao usado por MacCal-
lum e Aman [9], considerando que as relacdes entre as quantidades complexas em (341)D
sao analogas as relagoes entre as quantidades rais em (2+1)D. A diferenca mais impor-
tante esta na auséncia do espinor de Weyl e no uso de espinores reais de dois componentes
em (2+1)D.

O resultado novo obtido neste capitulo é dado pelo teorema 4.1 abaixo.

Teorema 4.1 Todos os componentes da derivada de ordem n do tensor de curvatura, de
um espago-tempo em (2+1)D, podem ser algebricamente expressos em termos dos elemen-
tos do conjunto C" = V' RUV'RU...UV"R; este é um conjunto minimo de derivadas [1].
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O teorema acima é valido para n = 0, pois afirma que o espinor de curvatura pode
ser expresso em termos dos espinores ®4pcp € A, isto é, a decomposi¢ao da curvatura em
suas partes irredutiveis. Conseqlientemente, as derivadas de ordem n da curvatura para
n > 0 sao dadas pelas derivadas de ordem n dos espinores ® ,gop e A.

Analogamente a MacCallum e Aman definimos a seguinte relacdo de equivaléncia
(denotada por ~): duas derivadas da curvatura de ordem n sao equivalentes se a diferenca
entre elas for uma expressao algébrica contendo derivadas da curvatura até a ordem (n—1).

Asidentidades de Ricci mostram que, para qualquer espinor (0, a derivada anti-simetrizada
(VNVS = VVQ = eapVUoVI9Q + €YV V5 Q ~ 0, (4.7)

Conseqlientemente todas as derivadas de ordem n com os mesmos indices nos seus opera-
dores diferenciais, independentemente da ordem dos operadores, sdo equivalentes. Além

disso, uma conseqiiéncia da eq.(4.7) é
VAVYOQ ~ XY VOV 40Q = Y 0Q. (4.8)

A derivada de ordem n da curvatura pode ser decomposta em partes irredutiveis, con-
tendo uma parte totalmente simetrizada e outras partes, definidas através de contragoes,
dadas por produtos do espinor € com derivadas de ordem n com um nimero menor de
indices livres totalmente simetrizados [15, 16]. As partes totalmente simetrizadas sao
respectivamente, a derivada totalmente simetrizada de ordem n do espinor de Ricci e a
derivada totalmente simetrizada de ordem n do escalar de curvatura que sao dadas pelos
itens (i) e (ii) do conjunto V" R. Assim é preciso considerar somente as partes envolvendo
contragoes.

A inducao matemadtica é usada para provar que todas as partes com contragoes
podem ser expressas algebricamente usando as quantidades dadas nos itens (i)-(iv) do
conjunto V"R, isto ¢, as derivadas totalmente simetrizadas de ordem n do espinor de
Ricci e do escalar de curvatura, a derivada totalmente simetrizada de ordem (n — 1) do
espinor de Cotton-York e o d’Alembertiano de todas as quantidades do conjunto V*2R.
A hipdtese indutiva estd presente sempre que forem usadas as eq.(4.7) e eq.(4.8), uma
vez que a equivaléncia (~) envolve termos contendo derivadas de ordens mais baixas e é
necessario supor que estes também podem ser expressos em termos das quantidades dadas
nos itens (i)-(iv) do conjunto V"R.

As partes que envolvem contragoes sao somas simétricas de termos, cada um con-
tendo contracoes. Se os indices contraidos pertencerem a um par de operadores de dife-
renciacao cujos outros indices nao estiverem contraidos entre si, o termo pode ser ignorado
como um resultado da eq.(4.7) ou é convertida para eq.(4.8) em um termo que envolve

contragoes de ambos os pares de indices em um certo par de operadores de diferenciacao
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(que vai formar assim o d’Alembertiano). Para esse segundo termo de contragao, pode-se
trazer o d’Alembertiano para a esquerda na eq.(4.7); tais termos serao incluidos no item
(iv).

Para completar a demonstracao do teorema, falta provar que os termos onde as
unicas contracgoes estao entre os indices dos operadores de diferenciacao e os indices do
espinor de curvatura, também podem ser expressos pelos itens (i)-(iii), isto é, as derivadas
totalmente simetrizadas de ordem n do espinor de Ricci e do escalar de curvatura e a
derivada totalmente simetrizada de ordem (n — 1) do espinor de Cotton-York.

Usando a eq.(4.7) todos os operadores de diferenciagao cujos indices estdo con-
traidos com os indices dos componentes do espinor de curvatura podem ser trazidos para
a direita. O escalar de curvatura pode ser ignorando, uma vez que nao tem nenhum indice
para ser contraido.

De acordo com a definicao de ¥ gep = —\/§VN(A<I>BCD)N, a contracao de um
operador de diferenciacao com o espinor de Ricci origina somente derivadas de WV gop.
A contracao entre o espinor de Ricci ®45cp e um operador de diferenciacdo Vgp tem
uma parte simétrica a qual é ¥V, pcp e uma parte anti-simétrica a qual se reduz a de-
rivada totalmente simetrizada do escalar de curvatura dada no item (ii), utilizando as
identidade de Bianchi dadas pelas egs.(4.5). Como a derivada totalmente simetrizada de
Uapcp é dada no item (iii), é necessdrio apenas considerar os termos em que hd uma
contracao de um operador de diferenciacao com W 4pcp, isto é, com VV A®pepyn. Por-
tanto, para completar a demonstracao falta analisar as derivadas VA4p (VN 4P BCDN) e
Vg (VN A4DBep N). A primeira derivada, devido as observacoes precedentes sobre ter-
mos com contragoes entre operadores de diferenciagao, resulta em quantidades que ja sao

incluidas. A segunda derivada é equivalente a uma soma de termos da forma
Vi (VN%py) = Vi (VE2%py) +eanVTe (VG Tpy) | (4.9)

de acordo com o método usual de decomposicao. O primeiro termo do lado direito da
eq.(4.9) reduz-se, pela identidades de Bianchi dadas na eq.(4.5), a derivada totalmente
simetrizada de ordem n do escalar de curvatura, a qual é dada no item (ii) e o segundo
termo reduz-se, pelas eq.(4.7) e eq.(4.8), ao d’Alembertiano que é uma quantidade incluida
no item (iv).

Tendo provado que o conjunto dado pelos itens (i)-(iv) pode expressar todas as
derivadas de ordem n da curvatura falta mostrar que é minimo. Isto é feito simplesmente
por um argumento de contagem.

E facil verificar, por um argumento similar e mais simples do que aquele que
foi utilizado para a contagem dos invariantes, que as quantidades reais independentes

nas partes constituintes do conjunto V"R definido acima sao: (2n + 1) + 4 no item (i),
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(2n + 1) no item (ii), [2(n — 1) + 1] 4+ 4 no item (iii) e, supondo a hipétese da indugao,
3(n +2)(n — 1)/2 no item (iv). O ndmero total de quantidades no conjunto V"R é,
conseqiientemente, 3(n + 4)(n + 1)/2 e coincide com o resultado dado na eq.(4.1). Isto
completa a prova do teorema.

Com esse capitulo fica completa a parte tedrica do problema da equivaléncia de
espagos-tempos em (241)D, restando a questao da implementagao em um pacote de com-
putagao algébrica. No proximo capitulo é apresentado alguns calculos utilizando o pacote
do sistema geral de computacao algébrica Maple, denominado GRTensorll, especifico para

calculos em Relatividade Geral.
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CAPITULO 5

CALCULOS EM COMPUTACAO
ALGEBRICA

Neste capitulo é apresentado algumas etapas tteis para a realizacao dos calculos
necessdarios para obter a classificacao de Karlhede de espagos-tempos em (2+1)D, para as
derivadas de ordem ¢ = 0 e ordem ¢ = 1, em relagao a uma triada nula. Na primeira
secao os espinores do conjunto minimo de invariantes de Cartan, até as derivadas de
primeira ordem, serao caculados a partir de escalares (sob transformagoes de coordenadas)
definidos em relacao a uma triada nula ou uma triada de Lorentz. As transformacoes
desses espinores também serao obtidas a partir das transformagoes de Lorentz. Na segunda
secao, serao discutidas diversas etapas para a realizacao dos célculos necessarios para obter
a classificacao de Karlhede até a derivada de ordem 1 da curvatura, utilizando comandos
do pacote de computacao algébrica GRTensorll. Estes resultados constituem os passos
iniciais para uma futura implementacao do problema da equivaléncia em (2+1)D.

O GRTensorll ¢ um pacote de computacao algébrica desenvolvido para calcu-
lar e manipular componentes dos tensores e objetos relacionados que sao utilizados na
Relatividade Geral. Foi desenvolvido para ser utilizado com o sistema de computagao
algébrica Maple. Sua distribuicao é gratuita, podendo ser obtido pela internet no site
www. grtensor.org, juntamente com as apostilas que ensinam como usar o GRTensorll.

No GRTensorll os célculos sao realizados em uma variedade Riemanniana ou
pseudo-Riemanniana. Existem comandos e rotinas especiais para produzir e calcular
diversos objetos geométricos como o tensor métrico, os simbolos de Christoffel, o tensor
de curvatura, etc. O usuario tem liberdade para escolher tanto a dimensao da variedade
(n > 2) quanto a assinatura da métrica (euclidiana, Lorentz, etc.). A flexibilidade do

GRTensorll permite que adaptagoes e expansoes sejam realizadas através da definicao de
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novos objetos, de algoritmos definidos pelo usudrio, e da adicao de novas bibliotecas de

calculos.

5.1 Conjunto Minimo

Nesta se¢ao os espinores do conjunto minimo de invariantes de Cartan, até as
derivadas de primeira ordem, serdo caculados a partir de escalares (sob transformagoes
de coordenadas) definidos em relagdo a uma triada nula ou uma triada de Lorentz. As
transformacoes desses espinores também serao obtidas a partir das transformacoes de
Lorentz. Esses resultados sao necessarios para a implementacao dos passos 1 e 2 do
algoritmo de Karlhede.

O conjunto minimo, para a derivada de ordem zero da curvatura, inclui apenas o
espinor de Ricci ® 4pop € 0 escalar de curvatura A. Como A = R é um escalar, é necessario
apenas determinar os componentes de ® 4gcp. Estes componentes podem ser obtidos a
partir dos escalares (sob transformagoes de coordenadas) ®x(x= 0,1, ...,4), definidos (no

capitulo 3) de acordo com

1 1
Py = Pyoo0 = = Supkk” = = Rupkk®
1 .
=3 (Rabt“tb + Ryp2®2b + 2Rabt“zb) ,
1 1
®y = Pyy1y = = Sunn” = ~Rynn’
: 2 (5.2)
=3 (Rabt“tb + Ryp2%20 — 2Rabt“zb) ,
1 1
(I)Q = @1100 == —Sabnak‘b = = (Rabnakb + Rabmamb)
1 .
ST (Rabt“tb — Rp2%2" + 2Rabx“xb) ,
1 1
Py = Dyg90 = —=Suym*k” = —=Rym*k”

2v2 2v2 (5.4)
1
=1 (Rabt“xb + Rabzaxb) ,

1
22 (5.5)

onde {k* n* m®} e {t* x% 2} sdo, respectivamente, uma uma triada nula e uma triada
de Lorentz relacionadas pelas eqs.(3.9) e (3.10).

As transformagoes do espinor de Ricci s@o obtidas a partir das transformagoes de
Lorentz dos escalares ®x em relagao a uma triada nula, isto é, “boosts” e rotacoes nulas.

Realizando um “boost” com parametro A, dado pelas eqs.(3.11), e utilizando as definigoes
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dadas nas eqs.(5.1)—(5.5), obtém-se que as transformagoes de ¢ x sdo

1

1
Pl = 1 ®s (5.7)
P, = s, (5.8)
) = Ady, (5.9)
Dl = A2®,. (5.10)

De acordo com as transformacoes acima, pode se verificar que o espinor de Ricci ®4pcp €
invariante sob “boosts” quando o unico escalar nao-nulo for 5. A transformacao de ®x
sob uma rotagao nula com n® invariante e parametro B, dada pelas eqs.(3.12), é obtida

de modo semelhante, sendo dada por

O, = Dy, (5.11)
o, = \/753@ + By, (5.12)
P, = %3%4 + BV2®; + Oy, (5.13)
P = \/T_B?’Cb + B2<I>3+ iB% + @y, (5.14)
o) = }134@ +V2B3®3 + 3C%®, + 2V/2B®, + By, (5.15)

De acordo com as transformacoes acima, pode se verificar que o espinor de Ricci ®spcop
é invariante sob rotacoes nulas com n® invariante quando o tinico escalar nao-nulo for .
Finalmente, a transformacao de ®x sob uma rotacao nula com k* invariante e parametro
C, dada pelas eqgs.(3.14), é dada por

P} = By, (5.16)
P = gcq% + @y, (5.17)
Pl = %(12(1)0 + CV2D, + B, (5.18)
Pl = g(}”@o + gc%l + icqb + @3, (5.19)
P, = 304% + V2030, 4 302D, 4 2v2C D3 4 Dy (5.20)

De acordo com as transformacoes acima, pode se verificar que o espinor de Ricci @ 4pcp
¢ invariante sob rotagoes nulas com k% invariante quando o Unico escalar nao-nulo for ®,.

O conjunto minimo para a derivada de primeira ordem da curvatura inclui o es-
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pinor de Cotton-York V¥ ,pcp, a derivada covariante totalmente simetrizada do espinor
de Ricci V(4p®Pcprr) e a derivada do escalar de curvatura V 4gA. Primeiramente serao
determinados os componentes de V¥ pcp. Estes componentes podem ser obtidos a par-
tir dos escalares (sob transformagoes de coordenadas) Vx (x=0,1,2,3,4), definidos em

termos do tensor de Cotton-York C,;, (no capitulo 3) de acordo com

1
Wy = Wogoo = Copk®k? = 3 (Capt™® + Copz®2" + 2C,t"2") (5.21)
1
\114 = \111111 = Cabnanb = 5 (Oabtatb + OabZaZb - QCabtaZb) s (522)
1
Wy = U100 = Copn®k? = 5 (Capt™® — Copz*2") (5.23)
S S (Capt®@® + Copz*a”) (5.24)
000 \/§ a 92 a a ) .
1 1
Uy =W = —Cupm®n’ = = (Cpt®z® — Cpz2?) , 5.25
3 1011 \/§ b 9 ( b b ) ( )

onde {k* n* m®} e {t* x% 2} sdo, respectivamente, uma uma triada nula e uma triada
de Lorentz relacionadas pelas eqgs.(3.9) e (3.10). Como as transformagées de ¥y sdo
realizadas de maneira analoga as de ®x, nao serao exibidas aqui.

Em segundo lugar, é determinada a derivada do escalar de curvatura A. Os com-

ponentes de V 45\ podem ser obtidos a partir dos escalares (sob transformagoes de coor-
denadas) (DA), (a = 0,1,2), definidos de acordo com

(DA)o = Vool = k*V,A, (5.26)
1

(D)1 = Vorh = ="V, (5.27)

(DA)y = Vi1 A = n®V,A. (5.28)

A seguir serao apresentadas as transformagoes de (DA), sob “boosts” e rotagoes nulas.

Realizando um “boost” com parametro A, dado pelas eqs.(3.11), obtém-se

(DA); = %(DA)% (5.29)
(DA); = (DA, (5.30)
(DA)y = A(DA)o. (5.31)

De acordo com as transformacoes acima, obtém-se que a derivada do escalar de curvatura
b
VapA é invariante sob “boosts” quando o tnico escalar nao-nulo for (DA);. A trans-

formagao de (DA), sob uma rotacdo nula com n® invariante e parametro B, dada pelas
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eqs.(3.12), é dada por

(DA), = (DA)s, (5.32)
(DAY, = % B(DA); + V2(DA) ], (5.33)
(DA, = %BZ(DA)Q + BV2(DA); + (DA),. (5.34)

De acordo com as transformagoes acima, obtém-se que a derivada do escalar de curvatura
VagA é invariante sob rotagoes nulas com n® invariante quando o tnico escalar nao-
nulo for (DA)y. A transformacao de (DA), sob uma rotagdo nula com k® invariante e

parametro C', dadas pelas egs.(3.14), é dada por

(DAY, = (DAY, (5.35)
(DAY, = % C(DA)y+ V3(DA)] (5.36)
(DAY, = %CQ(DA)O + CV2(DA), + (DA, (5.37)

De acordo com as transformagoes acima, obtém-se que a derivada do escalar de curvatura
V agA é invariante sob rotagoes nulas com k® invariante quando o unico escalar nao-nulo
for (DA)s.

Finalmente é determinada a derivada totalmente simetrizada do espinor de Ricci

P apcp. Os componentes de V(4pPeper) podem ser obtidos a partir dos escalares (sob

transformagoes de coordenadas) (D®)x (x=0,1,...,6), definidos de acordo com
1
(D®)o = V(00Poooo) = §kak‘bkcv(a5bc), (5.38)
1
(Dq))l == V(OO(I)OOOD = ﬁkakmeV(aSbc), (539)
1
(D‘b)z = V(00@0011) = ékakbncv(asbc), (540)
1
(D)3 = V(00Po111) = ﬁk‘amanV(aSbc), (5.41)
1
(D<I>)4 = V(ooq’un) = §kanbncv(a5bc); (5-42)
1
(D®)s = V(01 P1111) = mmanbncv(asbc)y (5.43)
1
(D®)s = V(11 P11y = énanbncv(asbc)a (5.44)

onde V(4S5 € a derivada covariante totalmente simetrizada de Sq,. A seguir serao apre-

sentadas as transformagoes de (D®)x sob “boosts” e rotagoes nulas. Realizando um
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“boost” com parametro A, dado pelas egs.(3.11), obtém-se
(DD)y =A*(DD), (5.45)
(D®); =A*(D®)y, (5.46)
(D®Y, =A(DD),, (5.47)
(DP)5 =(D®P)s, (5.48)
, 1
(D®); = (D®),. (5.49)
, 1
(D) _E(DQ))& (5.50)
, 1
(DD); —E(DQD)G (5.51)

De acordo com as transformacgoes acima, obtém-se que a derivada totalmente simetrizada

do espinor de Ricci ViagPcprr € invariante sob “boosts” quando o unico escalar nao-
( c )

nulo for (D®)s. A transformacao de (D®)x sob uma rotac¢do nula com n® invariante e

parametro B, dada pelas eqs.(3.12), é dada por

(D) =(DP)s,

(D0), =2 B(D®), + (D),
(D), :%BZ(D@)ﬁ +V2B(D®)5 + (D®)y,

(D®)} :§B3(DCI>)6 + ;Bz(pcb)g, + ?’TﬂB(D@)4 + (D®)s,

(D), :134(D<I>)6 +V2B*(D®)5 4+ 2B*(D®)y + 2v/2B(D®);5 + (DD),,

4
(D®)} _§B5(D<I>)6 + 234(1)@)5 + %533(1)@)4 + 5B%(D®);
+ gB(D@)Q + (D®);,
3v2

1 15
(Do) :gBG(D‘I’)G + TB5(D‘I>)5 + ZB4(D(I))4 + 5vV2B3(D®)s

+ 2B (D), + 3VIB(D®), + (D),

(5.52)
(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

De acordo com as transformacoes acima, obtém-se que a derivada totalmente simetrizada

do espinor de Ricci V(4p®Pcprr) € invariante sob rotagoes nulas com n® invariante quando

0 Unico escalar nao-nulo for (D®),. A transformagao de (D®)z sob um rotagao nula com
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k® invariante e parametro C, dada pelas eqgs.(3.14), é dada por

(D®)y =(DP)o (5.59)
(Do), =200, + (Do), (5.0
(D®), :%Cz(ch)o +V2C(D®); + (D®),, (5.61)
(D®), :g(J?’(D@)O + g(JQ(ch)1 + ?’TﬂO(D@)Z + (D)3, (5.62)

(D®), :ic‘*(zyb)o +V2C3(D®), + 3C*HD®)y + 2V2C(DD)s + (DB)y,  (5.63)

(D®)% :£C5(D<I>) 5\/_04 5‘/_03

+ M(J(D<1>)4 + (D)5,

3\/_

(D®), + (D®), + 5C*(D®)3

(5.64)

(DD, :gcﬁ(mp)o SYE2C5(DD), + %C“(D(I))z + 5V2C3 (D)s

! (5.65)
+ 7CQ(D<I>)4 +3V2C(D®)s + (D).

De acordo com as transformacgoes acima, obtém-se que a derivada totalmente simetrizada
do espinor de Ricci V(4p®PcpEer) € invariante sob rotagoes nulas com & invariante quando

0 unico escalar nao-nulo for (D®).

5.2 Classificacao de Karlhede

Nessa secao serao apresentadas algumas etapas 1teis para a realizacao dos calculos
necessarios para obter a classificagdo de Karlhede de espagos-tempos em (2+41)D para as
derivadas de ordem ¢ = 0 e ordem ¢ =1

Inicialmente, na primeira etapa, a métrica do espago-tempo em (2+1)D deve ser
dada em relagao a um triada nula {k% n® m®}, usando o comando makeg do GRTensorll,
necessaria para o calculo dos escalares (sob transformagdes de coordenadas) que corres-
pondem aos componentes dos espinores do conjunto minimo de invariantes de Cartan.
Calcula-se o tensor de Ricci Ry, e 0 escalar de curvatura R, a partir dos quais sao calcula-
dos os escalares ®x e A, definidos com o comando grdef do GRTensorll. Isto corresponde
ao passo 1 do algoritmo de Karlhede, para ¢ = 0, isto é, as derivadas convariantes da
curvatura de ordem zero.

A segunda etapa trata da classificacao de Segre do espinor de Ricci sem traco Sy,
necessaria para a determinacao do referencial canonico e do subgrupo de isotropia Hy,
que fazem parte dos passos 2 e 3 do algoritmo de Karlhede, para ¢ = 0. Inicialmente é

feita uma verificacao para saber se S% ja estd em uma das formas canonicas dos tipos
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de Segre. Se isso ocorrer, nao é necessario realizar a classificacao de Segre e o referencial
utilizado é um referencial canonico. Caso contrario, é preciso fazer a classificagao Segre, o
que pode ser feito utilizando o comando jordan (do pacote linalg do Maple) que determina
nao s6 a matriz canonica de Jordan de S%,, mas também a matriz de transformagao para
a base canonica. Uma outra maneira consiste em realizar transformacoes de Lorentz de
® x e escolhendo os parametros de modo a obter uma das formas canonicas dos tipos de
Segre.

Quando Sy, nao estiver em uma das formas candnicas dos tipos de Segre, é ne-
cessario fazer uma transformacao da triada nula inicial para o referencial canonico, uti-
lizando a matriz de transformacao obtida com o comando jordan. A métrica deve ser
definida novamente, agora em relagao a triada nula que constitui o referencial canonico,
utilizando o comando makeg, com isto, todas as etapas também devem ser repetidas.

Na terceira etapa, determina-se o niimero ty de fungoes funcionalmente independen-
tes das coordenadas do espago-tempo nos elementos do conjunto I, isto é, nos elementos
A e ®x do conjunto minimo, dados no referencial canonico. Esta informacao pode ser
obtida calculando-se o posto da matriz Jacobiana dos elementos de [y, utilizando o pa-
cote linalg do Maple. Esta etapa corresponde ao passo 4 do algoritmo de Karlhede, para
a ordem ¢ = 0 das derivadas covariantes da curvatura.

A quarta etapa envolve o cédlculo dos elementos do conjunto I;. Para completar
I, de acordo com o conjunto minimo, falta definir a derivada do escalar de curvatura
VR, o tensor de Cotton-York Cy e a derivada covariante totalmente simetrizada V (,S),
utilizando o comando grdef. A partir desses tensores sao definidos os escalares Wy, (DA),
e (D®)x, dados na segao anterior. Estes calculos correspondem ao passo 1 do algoritmo
de Karlhede, para ¢ = 1.

Na quinta etapa ¢é feita a classificacao de Segre do tensor de Cotton-York Cy,, de
maneira analoga ao tensor de Ricci sem traco Sg,. Assim, obtém-se o tipo de Segre de Cy,
e seu grupo de isotropia. Em seguida determina-se os subgrupos de isotropia de (DA), e
de (D®)x, utilizando as transformagoes de Lorentz definidas na se¢ao anterior, implemen-
tadas no GRTensorll. A partir desses resultados, obtém-se o subgrupo de isotropia Hq,
dado pela intersecao dos subgrupos de isotropia de ¥x, (DA), e (D®)x. Estes célculos
constituem os passo 2 e 3 do algoritmo de Karlhede, para ¢ = 1.

A sexta etapa consiste na determinacao do numero t; de fungoes funcionalmente
independentes nos elementos do conjunto Iy, isto é, em A, &x, Uy, (DA), e (DA)x,
de acordo com o conjunto minimo. Esta informacao é obtida da mesma forma que o
nimero ty foi obtido na terceira etapa. Esta etapa corresponde ao passo 4 do algoritmo
de Karlhede, para ¢ = 1.

A 1ltima etapa consiste em fazer a comparacao dos grupos de isotropia Hy e H;

e dos ntmeros de func¢oes funcionalmente independentes ty e t;. Em caso de igualdade,
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o resultado é a classificacao de Karlhede do espacgo-tempo. Em caso contrario, tem-se
apenas os elementos da classificacao até a ordem ¢ = 1, faltando determinar os de ordens
superiores

Neste trabalho foi feita a implementacao apenas para as derivadas de ordens ¢ = 0
e ¢ = 1 do algoritmo de Karlhede. No proximo capitulo é feita uma aplicacao das técnicas
do problema da equivaléncia para espagos-tempos em (241)D para investigar espagos-
tempos tipo-Godel em (2+1)D.
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CAPITULO 6

ESPACOS-TEMPOS HOMOGENEOS
TIPO-GODEL EM (2+1)D

Neste capitulo, as técnicas do problema da equivaléncia de espacgos-tempos em
(24+1)D serao utilizadas para investigar o problema da homogeneidade dos espagos-tempos
tipo-Godel em (2+1)D. A equivaléncia desses espagos-tempos também ¢ discutida e os
resultados obtidos sao comparados com os resultados existentes para espagos-tempos tipo-
Godel em (3+1)D [1].

A solugao de Godel [35] para as equagoes de campo de Einstein, foi o primeiro
modelo cosmolégico com matéria em rotacao e curvas tipo-tempo fechadas. O modelo
de Godel mostrou que a Relatividade Geral admite espagos-tempos com patologias cau-
sais. Entretanto, as geodésicas tipo-tempo e nulas nao sao curvas fechadas. O modelo é
geodesicamente completo e nao tem singularidades, nem horizontes [36]. Devido a estas
peculiaridades, as solugoes tipo-Godel vem sendo investigadas com grande interesse até

hoje.

6.1 Espacos-tempos tipo-Godel Homogéneos em
(3+1)D

O espago-tempo em (3+1)D com métrica de Gédel tem um estrutura de um pro-
duto direto ds?y) = ds*3) + dz?, onde a métrica em (2+1)D ds*3) é um caso particular

do elemento de linha tipo-Godel, definido por

ds®3) = —[dt + H(r)d¢]> + D*(r)d¢* + dr’. (6.1)
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Sabe-se que todos os espagos-tempos em (3+1)D com métrica tipo-Godel, que

sao homogéneos no espago e no tempo (homogéneos ET), estdao caracterizados por dois

2

parametros m~ e w, onde

(i) H=wr? D =r, quando m = 0;

2 1
(i) H = —(;J[l — cos (ur)], D = —sin (ur), quando m?* = —p? < 0;
" 7

4w mr 1
(iil) H = — sinh® —, D = — sinh (mr), quando m? > 0,
m? 2 m
sendo a constante w a vorticidade destes espacos-tempos em rotacao [37]. O espago-

tempo de Godel é um caso particular da terceira classe, onde m? = 2w?, com o tensor

momento-energia dado por

T, = poyvy, v*=0%), (6.2)

kp = —2A = m? = 2w?, (6.3)

onde k e A sao, respectivamente, a constante gravitacional de Einstein e a constante
cosmoldgica, p e v* sao, respectivamente, a densidade e a quadri-velocidade do fluido.
No modelo de Gédel em (34+1)D o grupo de isometria tem 5 parametros e o subgrupo de
isotropia tem um parametro.

O elemento de linha tipo-Gédel dado pela eq.(6.1), além de ser uma solugao da
teoria do Einstein-Maxwell-Chern-Symon, também satisfaz as equagoes de Einstein para
todos os valores de (m? w) e tem um grupo de isometria com 4 parametros [35].

A violacao da causalidade global em espagos-tempos tipo-Godel homogéneos ET
depende do comportamento de g3 = D?*(r) — H*(r), uma vez que os circulos definidos
por t,r, z = const sao curvas tipo-tempo fechadas quando g4y < 0 para um determinado
conjunto de valores de r. As caracteristicas da causalidade global sdo as seguintes [39]:
(a) para m? < 0, temos uma seqiiéncia infinita se alternando entre regiao causal e nao-
causal; (b) para 0 < m? < 4w?, temos apenas uma regiao causal; para m? > 4w? nio
existe problema de causalidade. O modelo de Rebougas-Tiommo [10], onde m? = 4w?, é
conformalmente plano, seu grupo de isometria tem 7 parametros e nao tem estabilidade
causal. Todos os modelos para m? > 4w? tém estabilidade causal. Assim, o modelo de
Reboucas-Tiomno ¢é o limite entre os modelos causais e nao-causais.

O problema da homogeneidade ET em espagos-tempos em (3+1)D com uma métrica
tipo-Godel foi investigado a partir de hipoteses restritivas impostas aos campos de vetores
de Killing [10, 41, 37]. O resultado obtido foi um conjunto de condi¢oes necessarias e su-
ficientes que foram reobtidas sem nenhuma hipdtese simplificadora, usando as técnicas do
problema da equivaléncia [I1]. Embora a investigacao da causalidade global de espagos-

tempos tipo-Godel em (241)D possa ser realizada seguindo as abordagens utilizadas para
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(34+1)D, o mesmo nao ocorre com o problema da homogeneidade ET. Isto acontece por-
que as técnicas do problema da equivaléncia em (2+1)D néo sd@o um caso particular dos
resultados correspondentes em (3+1)D, de acordo com os resultados obtidos nos capitulos
anteriores.

Na proxima segao as técnicas do problema da equivaléncia em (2+1)D, desenvolvi-
das nos capitulos anteriores, serao utilizadas para investigar o problema da homogeneidade
ET de espagos-tempos tipo-Godel em (2+1)D.

6.2 Espacos-tempos tipo-Godel Homogéneos em
(24+1)D

Nessa secao as condicoes necessarias e suficientes para homogeneidade ET de
espagos-tempos tipo-Godel em (241)D serao obtidas utilizando as técnicas do problema
da equivaléncia em (241)D. Considere um espago-tempo cujo elemento de linha é dado
pela eq.(6.1). Para fungoes arbitrarias H(r) e D(r), o tensor de Ricci é Segre tipo [11,1]
e o referencial canonica estda completamente fixado. O referencial canonico é obtido da
maneira apresentada a seguir. Primeiro, os escalares ® x (espinor de Ricci) sao calculados
em relagao a triada nula 6%(a = 1,2, 3) dada por
—w?), = L(w?’ + w?), (6.4)

V2

onde w* é uma triada de Lorentz, com 7,, = diag(+1,+1, —1), dada por
wt=dr, w* = D(r)d¢, W =dt+ H(r)do. (6.5)

Como os componentes nao-nulos obtidos sao ®g, &5 e ®y4, o referencial dado pelas eqs.(6.4)
nao é canonico. A fim de transformar ®x na forma canénica para o tipo de Segre [11,1],
onde &g = ¥y, é realizado um “boost” com o parametro A(r) para uma nova triada nula

6 dada por
~ ~ _ 3
' =0', 0*=\/A(r)o*, 6 = Z( ) (6.6)
r

O referencial canonico para o tipo de Segre [11,1] é obtido escolhendo

D" )2 o
(R ()
A(T>2: 5/ Il{)/ [l_])/ ’ (6'7)

3—(3)2—(17)’

onde o simbolo () denota a derivada em relacao a r.

Usando o referencial canonico obtido, no passo 1 do algoritmo de Karlhede para a
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derivada de ordem ¢ = 0, obtém-se os seguintes invariantes de Cartan nao-nulos

D" H 2 H /

D (5) - <3) : (68)

1 (D" (H'®

Oy=——|—=—-| = ’
: 12[D (D)] (6.9)

D" 1 (H\’

— | = . 1
) 10

Em um espago-tempo homogéneo ET com dimensao n a érbita do grupo de isometria tem

Alr)

Py =0, = — i

A=-2

dimensao d = n. Portanto, de acordo com a eq.(2.27) tem-se ¢, = 0. Isto é, o nimero
de funcoes funcionalmente independentes das coordenadas do espago-tempo no conjunto
I,, deve ser zero. Conseqlientemente, todas as quantidades do conjunto minimo dadas
a cima devem ser constantes. Assim, a partir das eqgs.(6.8)—(6.10) pode-se facilmente
concluir que, para um espago-tempo em (2+1)D com métrica tipo-Godel ser homogéneo
ET, é necessério que

Hl Dl/ 5

o= const = 2w, —— = const = m~. (6.11)

Agora é preciso mostrar que as condigoes necessarias acima também sao suficientes para a
homogeneidade ET. Utilizando, as condigoes dadas pelas eqgs.(6.11) obtém-se que A(r) = 1
e que os invariantes de Cartan no primeiro passo do algoritmo de Karlhede, para ¢ = 0,

reduzem-se a

1
<I>0:<I>4:3<I>2:Z(4w2—m2), (6.12)
A =2 (w* —m?), (6.13)
onde obtém-se a forma candnica &, = &, = 3P, para o tipo de Segre [(11),1]. Estes

resultados permitem agrupar os espagos-tempos em (2+1)D tipo-Gddel de acordo com os

parametros m? e w, em trés classes:
(i) m? # 4w? onde m? w # 0;
(i) m? = 4w?, onde w # 0;

(iii) m? # 0, w = 0.

Agora é necesséario prosseguir com os passos seguintes do algoritmo de Karlhede
para testar a equivaléncia, para cada classe de espagos-tempos em (2+1)D tipo-Godel.
Para a primeira classe, encontra-se que os tipos de Segre é [(11),1] para todas as

métricas. Seguido o algoritmo, é necessario encontrar o grupo de isotropia que deixa o0s
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invariantes de Cartan inalterados. O escalar de curvatura A é invariante sob o grupo
completo de Lorentz SO(2,1). Assim, o subgrupo de isotropia Hy é determinado pelo
espinor de Ricci, cujo tipo de Segre é [(11),1] e é invariante sob o grupo SO(2) de rotagoes
espaciais. Portanto, obtém-se que t5 = 0 e que o grupo de isotropia Hy é unidimensional.

Prosseguindo com os passos do algoritmo, é necessario calcular o espinor de Cotton-
York e as derivadas covariantes totalmente simetrizadas dos invariantes de de Cartan
dados pelas eqs.(6.12)—(6.13), isto é, o primeiro passo para as derivadas de ordem ¢ = 1.

As seguintes quantidades sao obtidas:

\IJ(] = ‘114 = 3‘112 = gw(4w2 - m2), (614)
V(AB(I)CDEF) = 0, (615)
VapA =0, (6.16)

onde o espinor de Cotton-York Wy esta na forma canonica do tipo de Segre [(11),1].

Como nenhuma funcao funcionalmente independente surgiu, t, = ¢;. Paralela-
mente, os invariantes de Cartan permanecem inalterados sob o mesmo grupo de isotropia
(rotagoes espaciais), isto é, Hy = H;, e o algoritmo para. Assim, obtém-se t, = 0 e o
subgrupo de isotropia H, = SO(2) unidimensional. A partir da eq.(2.25) e da eq.(2.27)
do capitulo 2, obtém-se que o grupo de isometria tem dimensao 4 com érbita de dimensao
3. Portanto, as condigoes necessarias dadas pela eq.(6.11) também sao suficientes para
homogeneidade ET.

Para a préxima classe (m? = 4w? w # 0), seguindo o algoritmo, obtém-se

dy =0, (6.17)

(6.18)

Assim, tg = 0 e dim(Hy) = 3, uma vez que o grupo de isotropia dos invariantes ®y é
agora o grupo de Lorentz SO(2,1). Considerando que o espinor de Cotton-York é Uy = 0
e que todas as derivadas dos invariantes de Cartan sao identicamente nulas, o processo
termina. Este é o espago-tempo anti-de-Sitter em (2+1)D, que é conformalmente plano
e tem um grupo de isometria de dimensao 6, com um subgrupo de isotropia de dimensao
3. Como sua érbita de dimensao 3, de acordo com eq.(2.27), é também homogéneo ET.

Note que o espago-tempo em (3+1)D com os mesmos valores de (m?

,w) € o espago-tempo
conformalmente plano de Rebougas-Tiomo, com um grupo de isometria com 7 parametros.

Finalmente, para a classe (m? # 0,w = 0), isto é, espacos-tempos sem rotacao,
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obtém-se, no primeiro passo do algoritmo para ¢ = 0, as seguintes quantidades nao-nulas

1
Py =0y =3P, = —ZmZ, (6.19)

A= —2m? (6.20)

onde ®x estd na forma candnica para o tipo de Segre [(11),1]. Entao, encontra-se que
to = 0 e que Hy é o grupo SO(2) de rotagoes espaciais.

Prosseguindo com o algoritmo, obtém-se uma vez mais que o espinor de Cotton-
York ¢é nulo e que todas as derivadas sao identicamente nulas. Portanto, o algoritmo para
com t, = 0 e H, = SO(2). Como o grupo de isometria tem dimensao 4 e o subgrupo
de isotropia tem dimensao 1, a orbita tem dimensao 3 e o espago é homogéneo ET e
conformalmente plano. Note que o espago-tempo tipo-Godel em (3+1)D com rotagao
nula nao é conformalmente plano e tem um grupo de isometria com dimensao 6.

Os resultados novos obtidos nesta aplicacao, usando as técnicas do problema da
equivaléncia na investigacao de espagos-tempos tipo-Godel em (241)D, podem ser resu-

midos nos seguintes teoremas:

Teorema 6.1 As condigcoes necessdrias e suficientes para um espago-tempo tipo-Godel
em (2+1)D, com métrica dada pela eq.(0.1), ser (localmente) homogéneo ET sdo dadas
pelas eqs.(6.11).

Teorema 6.2 Todos espagos-tempos tipo-Godel em (2+1)D (localmente) homogéneos ET,
admitem um grupo de isometria de dimensao 4 com o subgrupo de isotropia de dimensao

2

1 e sao caracterizados por dois pardmetros independentes m? e w: pares idénticos (m?, w)

especificam espagos-tempos equivalentes (isométricos).

Vale enfatizar que as eqs.(6.12)—(6.20) estao relacionadas com as equagoes corres-
pondentes para espagos-tempos tipo-Godel em (3+1)D (egs.(3.12)—(3.15) em [11]). Por-

tanto, os resultados aqui obtidos podem ser considerados como o andlogo em (241)D

dos resultados obtidos em [l 1]. Assim, por exemplo, os teoremas 1 e 2 acima estao re-
lacionados com os teoremas correspondentes em [11] (teorema 1 e teorema 2 na pagina
891).

Para todo espago-tempo homogéneo ET tipo-Gédel em (241)D o espinor de Ricci
tem tipo de Segre [(11),1]. A tnica excegao é espago-tempo anti-de-Sitter, obtido quando
m? = 4w?, cujo grupo de isometria tem dimensao 6. Esta ¢é a tinica condicao que leva a
um grupo de isometria com dimensao maior do que quatro. O espinor de Cotton-York
também tem o mesmo tipo de Segre [(11),1], exceto quando o espago-tempo for anti-de-
Sitter e quando o espago-tempo for sem rotagao (w = 0, m? # 0), uma vez que ambos sao

conformalmente planos (Vx = 0).
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As técnicas do problema da equivaléncia também foram usadas para investigar
espaco-tempo tipo-Godel em (4+1)D [12, 13] e também em (34+1)D com torgao nao-
nula [11].

Concluindo, é importante enfatizar que nenhuma equacao de campo foi utilizada
na obtencao dos resultados deste capitulo, que sao validos para todos espacos-tempos

tipo-Godel em (241)D independentemente da teoria da gravitacao considerada.
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CAPITULO 7

CONCLUSAO

Neste trabalho foi feita uma investigacao completa sobre a equivaléncia local de
campos gravitacionais em (241) Dimensoes, nos seus aspectos tedricos e praticos.

No capitulo 2 foi apresentado a solucao de Cartan para o problema da equivaléncia
onde as condigOes necessarias e suficiente para a equivaléncia de variedades Rimannianas
foram obtidas.

No capitulo 3 foi mostrado um procedimento pratico para testar a equivaléncia
através do algoritmo desenvolvido por Karlhede. Neste capitulo foi mostrado também
como proceder para a implementagao do algoritmo, e foi realizado os calculos até a pri-
meira ordem da derivada covariante da curvatura, ou seja, foi feita uma implementagao
para ¢ = 0 e ¢ = 1, para cada um destes casos foi percorrido o algoritmo de Karlhede,
com isso obteve-se o conjunto dos escalares de Cartan, posteriormente fez-se a classificagao
algébrica do espinor de Ricci e do espinor de Cotton-York. Deixando para trabalhos fu-
turos a continuacao desta implementacao.

No capitulo 4 mostrou-se como obter um conjunto minimo de invariantes, isso
¢é tutil para uma implantacao do algoritmo para testar a equivaléncia em programas de
computacao algébrica.

No capitulo 5 foi apresentado algumas etapas tteis para a realizacao dos calculos
necesséarios para obter a classificacdo de Karlhede de espagos-tempos em (2+1)D, para as
derivadas de ordem ¢ = 0 e ordem ¢ = 1, em relacao a uma triada nula. Estes calculos
foram realizados utilizando comandos do pacote de computacao algébrica GRTensorll.

No capitulo 6 foi investigado o problema da homogeneidade em espagos-tempos
tipo Godel em (2+1)D, com o uso das técnicas do problema da equivaléncia de espagos-
tempos em (2+1)D. Foi obtido que para todo espago-tempo homogéneo ET tipo-Gédel

em (2+1)D o espinor de Ricci tem tipo de Segre [(11),1]. A tnica excegdo é espago-tempo
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anti-de-Sitter, obtido quando m? = 4 w?, cujo grupo de isometria tem dimensao 6. Esta
¢ a unica condicao que leva a um grupo de isometria com dimensao maior do que quatro.
O espinor de Cotton-York também tem o mesmo tipo de Segre [(11),1], exceto quando o
espago-tempo for anti-de-Sitter e quando o espago-tempo for sem rotagao (w = 0, m?* # 0),
uma vez que ambos sdo conformalmente planos (¥ x = 0).

E importante salientar que neste trabalho nao foi possivel completar toda a im-
plementacao da solucao do problema da equivaléncia local de campos gravitacionais em
(2+1) Dimensoes, deixando desta forma para trabalhos futuros uma implementacao com-
pleta para a solucao do problema aqui estudado. Tendo uma implementagao completa,
poderé-se distinguir se dois espagos-tempos em (2+1)D s@o equivalentes ou nao, tendo

apenas suas respectivas métricas.
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APENDICE A

ESPINORES EM (24+1)D

Neste apéndice é apresentado alguns conceitos basicos do formalismo dos espino-
res com dois componentes em espagos-tempos em (2+1)D. Maiores detalhes podem ser
encontrados nas referencias [12, 13, 11]. Este formalismo pode ser considerado o andlogo
para espagos-tempos em (241)D do formalismo de Newman-Penrose [15, 16, 17] com es-
pinores complexos de dois componentes em um espago-tempo em (3+1)D. Entretanto,
em (24+1)D existe apenas espinores com um tipo de indice, pois as representagoes do
grupo de Lorentz SO(2,1) dadas pela transformagao de spin Sap e pela transformagao
Sipg = S complexo conjugada de S, ndo sao independentes, ao contréario do que ocorre
em (3+1)D. Exitem dois formalismos de espinores com dois componentes em (241)D: O
formalismo onde os espinores sao complexos e as transformacoes de spin dadas pelos ele-
mentos do grupo SU(1,1); O formalismo onde os espinores sao reias e as transformagoes
de spin dadas pelos elementos do grupo SL(2, R). O grupo SU(1,1) é isomorfo ao grupo
SL(2, R). Neste apéndice é apresentado apenas o formalismo dos espinores reais com dois

componentes.

A.1 Espinores Reais em (2+1)D

Um espinor real com um indice é denotado por 1?4 ou 14 e tem dois componentes
reais, onde os indices com letra latinas maitsculas podem ter os valores 0, 1. Estes indices

podem ser levantados e abaixados pelo espinor €45 = —€ga (€91 = 1), de acordo com

Va=vPepa, v =e"Pyp. (A.1)
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O produto interno é definido por

VAia = ePpoa = —hag? (A.2)

e o referencial de spin {0,141} é formado por dois espinores linearmente independentes,

isto é, com produto interno o4t # 0, sendo normalizado pela condiciao o4t = 1.
Existe uma correspondéncia entre uma triada nula de vetores reais {k* n® m®}
(ou uma triada de Lorentz {t*, x% 2%}) no espago-tempo em (24+1)D e uma base de spin

{0, 1"} do espaco dos espinores, dada pelas quantidades rais e simétricas 0% 5 de acordo

com
k= %(ta‘i‘za) = o% ot of = oy,
n® = %(t“ — 2% = oYzt NP =0, (A.3)
m® =z L ga (0% + 0P = V208,

onde m® = x% e 2% sao vetores tipo-espago, t* é tipo tempo, k% e n® sao tipo-luz. Utilizando

a forma matricial estas quantidades ficam dadas por

O.a O.a ka m_a
UaAB _ aOO aOl _ . \/g (A4)
0710 011 V2 n

00 01 __ Mg
g AB — (o Ta ) [ Te Ta ) (A.5)
@ g 10 511 Mg k
a a \/§ a

A correspondéncia entre o espaco dos espinores é o espaco-tempo também requer a corres-

e suas inversas sao

pondeéncia entre os respectivos produtos internos. Assim, a métrica do espago-tempo gq e
a métrica gapcop do espago dos espinores simétricos de segunda ordem estao relacionadas

de acordo com

Gab = O aABU bCDgABCD
= —kony — kyng + mgmy (A.6)

== —tatb+2a2b—|—.l’a$b,
a b
9gABCD = 0 4B 0 ¢p Yab

1
= —5(€acesp +eap epo). (A7)

Agora é possivel mostrar que a condicao de normalizacio da base de spin 0404 = 1
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estd relacionada com os produtos nao-nulos dos vetores das triadas acima dados por
kon® =t = —1, mom® = 242" = 2,2° = 1. (A.8)

Em geral para cada vetor v, em um referencial nulo dado pelas egs. (A.3) acima,
existe um espinor simétrico de segunda ordem ¢, de acordo com

v =o%pet?, 9P = —0 P (A.9)

Agora, levando em consideracao egs. (A.6)-(A.7), obtém-se que
V" = gap0"v" = gapcpd“ P’ = —papp™”. (A.10)
O espinor €45 satisfaz a identidade
€[AB €C)D = €AB €cp + €pc €ap + €ca€pp =0 (A.11)
que podem ser escritas na forma
eap €l =06, —0595,7. (A.12)

Esta tultima expressao tem uma importante aplicacao, pois é utilizada para decompor
a parte anti-simétrica de um espinor ¢cp qualquer. Utilizando contracao dada por
eape€Pocp = (0,957 — 6556, P)pcp e a regra para levantar indices obtém-se o se-

guinte resultado eapd-¢ = pap — dpa, que pode ser expresso como

1

Plap = 5 €45 6. (A.13)

No caso em que ¢pag = Yapp, obtém-se Y105 —1pps = eap Ve, de modo que 14 e Y4
sao proporcionais (linearmente dependentes) se, e somente se, seu produto escalar é nulo.
As identidades dadas pelas eqs.(A.12) e egs.(A.13) acima serao usadas repetidamente para
obter a decomposi¢ao de um espinor em partes irredutiveis.

A transformacao de spin é dada por ¥'4 = S4z1 ", onde S4 5 é uma matriz real 2x2
com determinante unitério, isto é, um elemento do grupo SL(2, R). O produto interno e
0 espinor e4p ficam invariantes, ou seja, P, ¥'t = a0 e ecp = SAcSPpeyp = €p. As

transformacoes de Lorentz que correspondem as transformagoes de apin sao dadas por
Lab = —UGABO'bCDSACsBD. <A14)

Pode-se notar que usando a matriz S45 ou a matriz —S4 5 obtém-se a mesma matriz L%,
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isto é, existe um homomorfismo 2-1 entre o grupo SL(2, R) e o grupo restrito de Lorentz
SO(2,1), onde as transformagoes de Lorentz sao préprias (det(L%) = 1) e ortécronas
(L% > 1).

A.2 Derivada Covariante

Nesta segao, ¢é utilizada a abordagem da referencia [12], onde 0, representa a
derivada direcional em relacao a e, e V, a derivada covariante em relagao a 0d,. Os

componentes da conexao de Levi-Civita ', relativos a base {9, |a = 0,1, 2} sao definidas

por
vaab = 1-‘Cba,aca <A15)
que sao determinados por [0, 0] = (% — I4)0,, tem-se ainda que Tppe = gaal % €
[ape = —T'pee. O espinor correspondente a I'y,. € 0 espinor com componentes reais
U'apcper = Uacerésp + I'spEréac, (A.16)
onde ) .
I'apcp = §6RSFRASBCD = §FRARBCD- (A.17)

Os componentes de I'ygcp sao simétricos no primeiro e no segundo par de indices, ou
seja, 'apcp = 'pacp = Taspe.
O espinor correspondente a d, € o espinor com componentes reais dsp definido por

Oap = 0% 4p0a, (A.18)
com isso obtém-se a equagao espinorial correspondente a eq.(A.15), que é dada por
VapOcp =T capdrp + T papdcr, (A.19)

onde V 4 representa a derivada covariante em relacao a d,5. Os componentes da derivada

covariante de um campo de espinores 2 em relagdo a dap sdo obtidos por

Vaslsa: =0aplia + T paptia + TP paped

_ TR CD... R CD... (A.20)
+ o =T papY¥ra + T aaBYER

Devido a simetria no primeiro par de indices de I'4pcp, obtém-se que a derivada cova-
riante de e4p é nula, desta forma, a derivada covariante comuta com o abaixamento e

levantamento dos indices do espinor. Sob uma transformacao de spin os componentes de
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I' sgcp se transformam de acordo com

ypop = ST eS8 b (STaS™ 8T ricrv + SM A0rv Sus) - (A.21)

A.3 Espinor de Curvatura

Agora ¢é analisado o espinor de curvatura e seus componentes, mas entes disso é

importantes ver algumas relacoes, tais como

eape’t = (52; eapett = (5}? =2, (A.22)
e
20iap) = Yap — ¥pa = eapn™ = (6565 — 650%) e, (A.23)
onde
N = " PUnp; eape? = 6965 — 650%. (A.24)
O espinor de curvatura é dado por
Raxpyczpw = 0%ax0’ gy 0°cz0” pw Rabed, (A.25)
como ja se sabe o tensor curvatura tem as seguintes simetrias
Rabcd = _Rabdc - _Rbacd = Rcdaba <A26)
desta forma o espinor de curvatura tera as mesmas simetrias, ou seja,
Raxpyczpw = —Raxpypwcz = —Rpyaxczpw = Rezpwaxsy, (A.27)
onde
Raxpyczpw = Riax)By)(cz)(ow), (A.28)

A anadlise do espinor de curvatura é dividida em duas partes, uma para os dois primeiros
pares (AX) e (BY) e outra para os dois ultimos pares (cz) e (pw). Para os primeiros pares

tem-se

NK N
€ABE Ryxkyczpw = €apRyx" yvozpw
= Raxpyvczpw — Rexayvczpw
(A.29)
= Rapxyczpw — Rpaxyczpw

= 2RaB)xyczDpw,
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NV N
€ExXy€ RANBVCZDW =exyRang CZDW
= Raxpyczpw — Rayvexczpw
(A.30)
= Raxpyczpw + Rexavczpw

= 2RaB)xyczpw-

Como pode ser visto acima, o espinor de curvatura tem uma parte simétrica em “aB”
e outra anti-simétrica em “AB”, com isso o espinor de curvatura pode ser reescrito da

seguinte forma

Raxpyczpw = Rap)xyczpw + Rapixyozpw

1 N N (A.31)
=3 (exyRans™ czpw + eapRnx" yczow)
onde
Ryx"yeozpw = €V Ryxryozpw
= ENKRXNYKCZDW (A‘32)
= Rxny" czpw
e

N NK
Ryx"vezpw = € " Rnxkyczpw
NK
= —€ " Rgynxczpw (A 33)
KN R ’
=€ KYNXCZDW

K
= Ry xczpw,

isso mostra que Ry x"yczpw é simétrico na ordem de contracao e simétrico em “xv”, ou

seja,

N N
RNX YCZDW :RXNY CZDW

N . (A.34)
Ryx"vezpw = Rry" xczpw.
Fazendo a seguinte definicao
1 N
Rapczpw = §RANB czpw = Rpaczpw, (A.35)
e usando a eq.(A.35) na eq.(A.31) obtém-se
Raxpyczpw = €eapRxyczpwexy Rapczpw. (A.36)
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Analisando para os pares (cz) e (pw) do espinor de curvatura, tem-se

NK N
ecpe " Rapczpw = €cpRapnz w

= Rapczpw — Rappzew

(A.37)
= Rapcpzw — Rappczw
= 2R aB|cD)ZzW
e
ezwe’Y Rapoupy = ezw Rapoup”
= Rapczpw — Rapcwpz (A.38)

= Rapcpzw + RaBpzew

= 2RAB(cD)zW5

assim como foi feito para chegar na eq.(A.34), o processo anélogo é feiro para se chegar a

seguinte conclusao

N N
RABNZ w = RABZNW

. ! (A.39)
Rapnz"'w = RapNnw' z-
Fazendo a seguinte defini¢ao
1 N
Qacp = §RABCND
1/1
=3 (éRANBNCKDK)
(A.40)
_ lR X Z
1 taxB” czp
1
= ZGXYEZWRAXBYCZDWa
é facil ver que
Qascp = Qas)cp) = Qcpas- (A.41)
De posse destes elementos, pode-se escrever que
Rapczpw = Rapcp)zw + Rapjcpjzw
1 v N (A.42)
=3 (ezwRapenp”™ + €cpRapnz" " w) -
Usando a eq.(A.40) na eq.(A.42), obtém-se
Rapczpw = €zwQapcp + €cpQapzw - (A.43)
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O espinor Qapcp pode ser decomposto de acordo com [15]
2 2
Qapcp = QaBcp) + gQA[BC]D + §QA[BD]C- (A.44)
Usando as propriedades de baixar e subir indice em Q) spcp, obtém-se
eace" " Qankp = epcQan™ p = €acQap
= Qapcp — Qackp (A.45)
= 2Q a[Bc)D-
Definindo Qap = Qan™ p, obtém-se
1 v 1
Qaop = §€BCQAN D= §€BCQAD» (A.46)
substituindo este resultado na eq.(A.44), obtém-se
1
Qapcp = Qascp) + 3 (eBcQap + €pQac) - (A.47)
Agora ¢é analisado o elemento () 4p, portanto, tem-se
Qap = QANND = ENKQANKD = ENKQKDAN
= ENKQDKNA = —EKNQDKNA (A‘48)
= —Qpr™4=—Qpa,
com isso ver-se que () 4p € anti-simétrico, isto é, Qap = —Qpa. Tem-se também o seguinte
elemento
easQn" = Qap — Qpa = 2Qap), (A.49)
com isso obtém-se que
1 N_ 1 N
Qap = §€ABQN = §6ABQ SoQNT =Q, (A.50)
trabalhando mais um pouco com Qx", obtém-se
QNN = 6NKQNK = EADQAD = EADQANND
= 6ADENKQANKD = 6ADEBCQABCD (A-51)

= 6AD€BCQANKD = QABAB
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ou seja, QY = Q4p*?. Com estes resultados pode-se reescrever a eq.(A.44); como sendo

1
Qapcp = Qacp) + G (eBc€ap + €ppeac) Q. (A.52)

Substituindo a defini¢ado de gapcp na eq.(A.52), obtém-se

Qapcp = QaBcp) — %QABCDQa (A.53)
definindo
P apop = Qaseb) (A.54)
e
Q=A. (A.55)

Substituindo estes resultados na eq.(A.53), obtém-se

1
Qapcp = Papep — ggABCDA- (A.56)

Finalmente, os resultados da decomposicao do espinor de curvatura podem ser

resumidos da seguinte maneira [12, 13, 1]

RAXBYCZDW = EXYRABCZDW + GABRXYCZDW ) (A~57)
Rapczpw = €zwQapcp + €cpQapzw (A.58)

1
Qascp = Papep — §9ABC’DA- (A~59)

A.4 Espinores de Ricci e de Cotton-York

Agora é analisado o espinor de Ricci, tem-se inicialmente que o tensor de Ricci é
dado por
Ry = R%paa- (A.60)

O espinor de Ricci pode ser obtido da seguinte forma

Rpypw = UbBYUdDWRbd (A-61)

CcZ CZ b a d a
R gyczpw = 07740 Byo cz0pw R bads (A-62)
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desta forma tem-se que
Reypw = R gyczpw = gAXCZRAXBYCZDW
1
=3 ('YX + e e*Y) Raxpyozow
1 4 1
= 26 *? Raxpyozpw — 5¢ X Raxpyczow (A.63)
1 1
= 2€AC ZRAXBYCZDW - §€AC Xz RaxByzcow
1
= 3¢ X% (Raxpyczpw + Raxsyczow)
ou seja,
Rpypw = R gyczpw = —€*“*? Raxpyczpw. (A.64)
Substituindo a eq.(A.36) na eq.(A.64), obtém-se
Rpypw = —EACEXZ (EABRXYCZDW + GXYRABCZDW)
= “epae®? Ryyozpw + € ZexyeC Ropazpw
= (5gRZy(jZDW + 55RABAZDW
= RZYBZDW + RABAYDW
= Rysnpw + RY sy pw
= (RNYBNDW + RNBYNDW) (A.65)
= VK (Rxynpw + Ry NDpw)
= 94 (Raysepw + Rapycpw)
= ¢ (Rayespw + Rasoyow)
= " (Rapoypw + Rapcypw)
Rpypw = 2¢“*Rapoypw -
Usando a eq.(A.43), é facil ver que
““Rapeypw = €€ (eapQapyw + evwQascp)
= 5SQABYW + €CA€YWQABCD (A.66)

c c
R” peypw = Qpeyw + evyw®” Bep,
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e utilizando a eq.(A.52) obtém-se
c cA 1
Q" Bcp =€ QBcp) + 5 (eBp€ac + €pceap) @
R ey CA
~ (€““eacepp + €“eapenc) Q
fli ( ) (A.67)
=5 (—2epp — 05epc) Q
1
Qsep = 3¢ egp@ = Qpp = —Qps-
Substituindo a eq.(A.67) na eq.(A.66), obtém-se
RYpeypw = Qpyw + evwQBp
i ) (A.68)
R”ycppw = Qypew — §€BW€YDQ-
O primeiro termo da eq.(A.68) é dado por
1
Qvpsw = QvpBw) — §9YDBWQ- (A.69)
Substituindo este resultado na eq.(A.68), obtém-se
RCYCBDW = Q(YDBW) - §9YDBWQ - §€BW€YDQ
C 1
R” geypw = Q(YBDW) - §9YBDWQ + §gYBDWQ
(A.70)

1
RCpeypw = Qivepw) + égYBDWQ-

Pode-se ver nesta equacio que Ry cppw é simétrico em “vyB”. Substituindo a eq.(A.70)

na eq.(A.65) e usando a defini¢ao ® 4pcp = Qapcp) Obtém-se a expressdo para o espinor

de Ricci, a qual é dada por

RBYDW = 2(IDBYDW + §gBYDWQ'

(A.71)
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Agora falta encontra quem é “Q)”, para isso tem-se

R=R" gy = ¢B"PW Ruv o
1
= 2gBYDW(I’BYDW + ggBYDW!JBYDWQ
17 1
=313 (EBDGYW + EBWEYD) gBYDWQ:|
1 :1 DB YW WB_YD
= § 5 (e €EBpE " €yw + € € gBYDW> Q (A.?Q)
11
=3 |5 (4+0507) Q}
11
=—|(=-(4+2
3 |2 (4 + )Q}
R=Q,

como se ver “()” é o escalar de curvatura, desta forma pode-se reescrever a equacao para

o espinor de Ricci como sendo [12, 13, 1]

1
Rpypw = 2®pypw + ggBYDWRa
(A.73)
Rpypw = Spypw + ggBYDWR-

Ja é sabido que o tensor de Ricci é dado por
1
Rap = Sap + ggabR, (A.74)

onde Sy, é o tensor de Ricci sem trago. Comparando este resultado com a eq.(A.73),

pode-se facilmente perceber que o espinor de Ricci sem traco é dado por

Saxpy = 2Paxpy,
) (A.75)

(I)AXBY = §SAXBY-

Procedendo de maneira semelhante com relagao ao tensor de Cotton-York Cly,

obtém-se que o espinor de Cotton-York [14] é dado por

Uaxpy = —V2VY 4®xpy)n. (A.76)

A.5 Identidades de Ricci e de Bianchi

Agora sao analisadas as identidades de Ricci e de Bianchi, respectivamente, no

formalismo de espinores. Em primeiro lugar é analisado as identidades de Ricci. Esta
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identidade é dada no formalismo de tensores, como sendo
(VaVe — VVa) v = —Rupva, (A.77)
onde a derivada covariante nao é simétrica, ou seja,
V.V # Vi V,,. (A.78)
Na forma de espinores pode-se escrever a eq.(A.77) como sendo
(VaxVey — VeyVax)vez = =RV czaxpyvpw. (A.79)
Para continuar, é importante lembrar que
eape™y = 650G — 6569, (A.80)
com isso pode-se escrever que

ewxe OV 4pVpg = 65,09 — 6509 (VapVag)
= 0%V apV g — 05014V ap Vg (A.81)

EWXEPQVAPVBQ =VawVex — VaxVpw = EWXVAPVBP~

Utilizando o mesmo processo pode-se encontrar facilmente que
eape VpwVox = VawVex — VewVax = easVew Vx (A.82)
e ainda que

VawVex = VexVaw = VawVex — VaxVew
+VawVex — VuxVpw (A.83)

VawVex — VexVaw = easVaw V¥ x + ewxVanVs?,

esta mesma equagao pode ser expressada de outra maneira, ou seja,

VawVex — VexVaw = = (VexVaw — VawVpx)
== (EBAVNXVNW + GXWVBNVAN) (A.84)

VawViex — VexVaw = easVax VY + ewxVenVa?,
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de posse das eqs.(A.83, A.84), pode-se ainda escrever que

1
VawVex — VexVaw = €ABy (VNWVNX - VNXVNW)
1 (A.85)
+ wxy (VANVBN - VBNVAN)
e que
VanVe" = -V "Vpy (A.86)
com isso a eq.(A.85) ficara:
1
VawVex — VexVaw = €ABG (VawV¥x = V¥ Vaw)
1
+ wxy (Van V" - VBNVAN) (A.87)
VawVex — VexVaw = EABVN(WVNX) + EWXVN(AVB)N,
a qual pode-se escrever da seguinte forma
VawVex — VexVaw = easVyw V¥ x) — ewx V" Vv (A.88)
onde pode-se dizer que
1
V(ANVB)N = —EEWX (VAWVBX — VBXvAw) (A89a)
1
VN(WVN)() = EEAB (VAWVBX — VBXvAw) . <A89b)
Aplicando o espinor Xcgpz nas identidades de Ricci, teremos:
(VaxVey — VeyVax) Xoxpz = R¥ckpxaw Xegpz (A.90)
+ RPC pypxaw Xokpg,
onde
Xckpz = poppexz = X(cp)(K2)- (A.91)
Substituindo as egs.(A.89a) e (A.89b) na eq.(A.90), obtém-se
—QV(ANVB)NXCKDZ = EWXREQCKBXAWXEQDZ (A.92)
+ VYR sy aw Xekro
ou
2Vaaw VN xyXokpz = €*PRPC o pxaw Xeonz (A.93)

+ P REC L pxaw Xokpo-
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Usando a defini¢ao feita na eq.(A.91) pode-se escrever que
V" VewXekpz = Vu Veveceperz = exzVa" Vnecenp, (A.94)

desta equacao, tem-se

2V uNVvecrp = (Va¥Vien + VB Van) ecep
= V4" (ecVneD + ¢pVenec)
+ V5" (pcVanen +¢pVanec)
(VaVoc) (Venen) + ecVaVinen
(Va¥ep) (Venec) +0pVa Vienec
(VsYec) (Vanen) +0cVe Vanen
)

N N (A.95)
(V") (Vanye) + epVe" Vanec

+ o+

V" Vevecen = ¢cVa " Veven + ooV Vevec.
Usando a eq.(A.95) na eq.(A.94), obtém-se

V" VewXerpz = exz (peVa" Veynven + epVu Vivec)

(A.96)
=26’V A"V nXekpz = —4 [0cV 4N Viynep + 0oV Venec] -

Com isso a eq.(A.92), pode ser reescrita da seguinte forma

—2e"V A"V pnXokpz = €87 (VX R ok px awppppeqs
+ EWXREQDZBXAWSOESOCEKQ) (A.97)

—2e87V ANV pnXoxpz = €V (REQCQBXAWsOD + REQDQBXAWSDC) VE-

Comparando a eq.(A.96) com a eq.(A.97), obtém-se

— 4 [ecV " Venep + ooV Venec] =
VX (REQCQBXAWSOD + REQDQBXAWsOC) vp, (A.98)
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contraindo a equacao acima com (nCnD ), obtém-se

— 4 [ocV " Venep + opVa N Vevec] 10" =

eV (R™copxawep + R™popxawec) orn®n®, (A.99)

abrindo a equacao, chega-se a seguinte conclusao:

e’ (REQCQBXAWUC + REQDQBXAWnD) vr, (A.100)

desta equacao pode-se facilmente ver que

—AV NV pnep = VYR popxawer (A.101a)
4V Vnpe = VX RPC copxawer (A.101b)
tem-se que
R¥Ccopxawpr = € Rprcopxawe”
= "9 (exoRrcBxaw + €scRigpxaw) ©” (A.102)
RECoopxawr = ¥%exqRucpxawe” = 2Rpopx aw”

Utilizando a equagao acima e aplicando a eq.(A.43), obtém-se

VX REC copxawer = 26V (epaQrexw + exwQrona) @
= 2" ¥ ewxQrepar” (A.103)
"X RPPuopxawor = —4Qrcpa®”,

onde ja se sabe que 0 Qgcpa € simétrico nos pares e na troca dos pares, conforme mostra
a eq.(A.41). Com isso substituindo a eq.(A.103) na eq.(A.101b), obtém-se

V" Venee = Qnepap™

1
= Quepay" — sgnepae™ A

3
= QcBAN)Y  — 31732 (enB€ca + enaecp) ¢ A (A.104)
1
= Qcpanyp” + 6 (enpe™eca + enap™ecn) A
1
V" Vpynee = Qusepyp” + G (ecapp +ecppa) A,
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como ja se sabe, A é o escalar de curvatura. De posse disso e da eq.(A.54) chega-se forma

irredutivel das identidades de Ricci no formalismo de espinores, que é dada por

1
V" Veneo = Papepp” + 5 (€capn + €cppa) A (A.105)

Serao analisadas agora as identidades de Bianchi no formalismo dos espinores.

Temos do formalismo de tensores que V%G, = 0. O espinor de Einstein é dado por

Gapcp = Rapep — §9ABCDR7
1 (A.106)
Gapcp = Sapep — égABCDPM

onde Rapcp € o espinor de Ricci e Sypep € o espinor de Ricci sem trago, de posse dos
resultados obtidos até o presente momento, pode-se sem nenhum problema escrever o

espinor de Einstein como sendo

1

Gapcp = 2P apep — égABCDRa (A.107)

com isso pode-se escrever as identidades de Bianchi contraida da seguinte forma

1
VA8Gupep = 2V ® 450p — ~gapop VPR

6
1 1
=2V p0p — AR (eacenp + eapepe)| VAER

1 (A.108)
= 2VAB® 4pep + T3 (Vep+Vpe) R

1
VABGupep = 2VB® spep + EVCDR = 0.

Da tultima equacao acima, obtém-se as identidades de Bianchi no formalismo dos espinores,
que é dada por

1
VABD 4pep + 75 VenR =0. (A.109)
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