
FUNDAÇÃO UNIVERSIDADE FEDERAL DE RONDÔNIA

NÚCLEO DE CIÊNCIAS EXATAS E DA TERRA

DEPARTAMENTO DE FÍSICA

PROPAGAÇÃO DE PACOTES DE ONDAS EM UM CANAL
POROSO

Daniel Suárez Lopes

21 de Maio de 2021 - Porto Velho/RO



FUNDAÇÃO UNIVERSIDADE FEDERAL DE RONDÔNIA

NÚCLEO DE CIÊNCIAS EXATAS E DA TERRA

DEPARTAMENTO DE FÍSICA

PROPAGAÇÃO DE PACOTES DE ONDAS EM UM CANAL
POROSO

Daniel Suárez Lopes

Trabalho de Conclusão de Curso apresentado ao

Departamento de Física da Fundação Universi-

dade Federal de Rondônia - UNIR, campus José

Ribeiro Filho - Porto Velho/RO, como parte dos

requisitos necessários para obtenção do título de

licenciado em Física.

Orientador: Prof. Dr. Ariel Adorno de Sousa

21 de Maio de 2021 - Porto Velho/RO



Dados Internacionais de Catalogação na Publicação

Fundação Universidade Federal de Rondônia

Gerada automaticamente mediante informações fornecidas pelo(a) autor(a)

Lopes, Daniel Suárez.

      Propagação de pacotes de ondas em um canal poroso / Daniel Suárez
Lopes. -- Porto Velho, RO, 2021.

82 f. : il.

      1.Semicondutores.  2.Canal Quântico Poroso.  3.Pacotes de Ondas.
4.Equação de Schrödinger.  5.Técnica Split-Operator. I. Sousa, Ariel Adorno
de. II. Título.

Orientador(a): Prof. Dr. Ariel Adorno de Sousa

      Trabalho de Conclusão de Curso (Graduação em Física) - Fundação
Universidade Federal de Rondônia

L864p

CDU 621.3.029

_____________________________________________________________________________

_____________________________________________________________________________
CRB 11/905Bibliotecário(a) Luã Silva Mendonça



PROPAGAÇÃO DE PACOTES DE ONDAS EM UM CANAL POROSO

Daniel Suárez Lopes

Trabalho de Conclusão de Curso submetido ao departamento de física da Fundação Uni-

versidade Federal de Rondônia, como parte dos requisitos necessários à obtenção do título

de licenciado em Física.

Aprovada por:

Prof. Dr. Ariel Adorno de Sousa

(Orientador)

Profa. Dra. Dieime Custódia da Silva

(Membro da Banca)

Prof. Dr. Elie Albert Moujaess

(Membro da Banca)

21 de Maio de 2021 - Porto Velho/RO



Dedico este trabalho à Deus, à minha família, meus amigos e a todos que de forma direta

ou indireta me ajudaram nas horas difíceis, e por me darem coragem para prosseguir.



"O mais importante da vida não é a situação em que estamos, mas a direção para a qual

nos movemos." Oliver Wendell Holmes (1809 - 1894)



Agradecimentos

Quero agradecer a minha família que é parte importante em todas as minhas conquis-

tas.

Agradeço à minha mãe Elena Suárez Delgadillo e ao meu pai Carlos Alberto Lopes

Moreno pelo apoio, paciência por sempre acreditarem em mim e sempre me incentivarem.

Agradeço aos meus irmãos Richard Suárez Lopes e Jefersson Suárez Lopes e minhas

irmãs Vanessa Suárez Lopes, Angelica Suárez Lopes, Rosa Suárez Lopes, Carla Suárez

Lopes e Milka Ester Suárez Lopes por me aconselharem e me colocarem no caminho que

devia seguir.

Agradeço ao meu amigo Jean Carlos Rodrigues de Souza pela amizade e companhei-

rismo, por me apoiar mesmo nos momentos difíceis.

Agradeço ao professor e amigo Ariel Adorno de Sousa pela paciência, ajuda e conselhos

que levarei para a vida, e pela amizade que foi fundamental para que me tornasse uma

pessoa forte e determinada nos meus objetivos.

Agradeço à Professora Dieime Custódia da Silva por ser minha primeira orientadora

e me auxiliar na minha caminhada acadêmica.

Agradeço à Professora Anailde Ferreira da Silva por ser uma pessoa muito atenciosa

comigo e me ajudar quando mais precisei.

Agradeço ao Professor Judes Gonçalves dos Santos por ser uma pessoa que me ajudou

em minhas dificuldades acadêmicas.

Agradeço aos professores do Departamento de Física e de outros departamentos que

também foram fundamentais para minha formação acadêmica.

Agradeço FAPERO pelo apoio financeiro em minha primeiro pesquisa acadêmica que

desenvolvi na universidade.

Agradeço a todos os meu amigos da graduação pela amizade e companheirismo.

Agradeço a CAPES pelo apoio financeiro em minha pesquisa.

Agradeço ao programa PIBIC da UNIR.



Agradeço ao programa de Astronomia da UNIR.

Agradeço à Fundação Universidade Federal de Rondônia.

Agradeço aos que me ajudaram diretamente e indiretamente.



Sumário

Agradecimentos vii

Lista de Figuras xi

Lista de Tabelas xvi

Resumo xvii

Abstract xviii

1 Introdução 18

1.1 Breve Histórico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.2 A Estrutura de Bandas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.3 O Teorema de Bloch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.4 Sistemas semicondutores de baixa dimensão . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2 Modelo Teórico 34

2.1 Teoria da massa efetiva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.2 Aproximação da Função Envelope . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.3 Técnica de solução da equação de Schrödinger dependente do tempo: Pro-

pagação no Tempo Real . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3 Fios Quântico Semicondutor 52



x

3.1 Descrição teórica do modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4 Resultados e Discussões 59

4.1 Propagação de pacotes de ondas em canal poroso . . . . . . . . . . . . . . 59

5 Conclusão e Perspectivas Futuras 72

A Apêndice 73

A.1 Demostrações Matemáticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

Referências Bibliográ�cas 79



Lista de Figuras

1.1 (a) Os cientistas William Bradford Shockley (sentado), Walter Houser Brat-

tain (em pé a direita) e John Bardeen (em pé a esquerda) em um laboratório

[1]. (b) Registro do primeiro protótipo de transistor feito de materiais se-

micondutores. (c) Primeiro Circuito Integrado produzido e desenvolvido

por Jack S. Kilby. [4] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.2 Em (a) um cristal de parâmetro de redel . Figura modi�cada da referência

[7]. (b) Um elétron movendo-se na rede cristalina. (c) (Em cima) Ilustração

do potencial experimentado por um elétron, quando ele passa ao longo de

uma linha através dos íons positivos. O potencial de um elétron no local do

íon é zero e é máximo entre dois íons. (Em baixo) Ilustração de uma rede

de degraus de potenciais retangulares periódicos unidimensional, sentido

quando o elétron passa ao longo de uma linha através dos íons positivos

que estão na rede critalina. Figura adaptada da referência [11]. . . . . . . . 22

1.3 (a) Banda de condução e valência, aT = 0 K , devido a aproximação de

um grande número de átomos em um sólido semicondutor. (b) Bandas

de energia em um semicondutor GaAs. As regiões hachuradas mostra a

ocupação dos elétrons comT > 0 K . Figuras modi�cadas da referência [2]. 26

1.4 (a) Estrutura cristalina do semicondutor GaAs. (b) Estrutura de bandas

de energia do GaAs. Figuras modi�cadas da referência [2]. . . . . . . . . . 27



xii

1.5 (a) Microgra�a feita pela microscopia eletrônica de transmissão (MET) de

uma heteroestrutura AlAs/GaAs retirado da referência [14]. (b) Modelo

esquemático de uma heteroestrutura entre dois semicondutores com valores

diferentes de gaps, formando degraus de potencial para o elétron na banda

de condução e para o buraco na banda de valência [2]. . . . . . . . . . . . . 28

1.6 Heterojunção com material semicondutor A fazendo um "sanduíche" no

material semicondutor B. A bolinha preenchida em vermelho é o elétron e

o circulo em vermelho o buraco. Para (a) tipo-I, (b) tipo-II [13]. . . . . . . 29

1.7 (Em cima) Morfologia esquemática do con�namento quântico e da (em

baixo) densidade de estados D(E) em função da energia E dos elétrons

con�nados em diferentes dimensionalidades: (a) bulk, (b) um poço quân-

tico, (c) �o quântico e (d) ponto quântico. A linha vermelha representa a

densidade de estados para o elétron na banda de condução. Figura modi-

�cada da referência [2]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.1 Discretização do espaço e de uma função de�nida nesse espaço no caso

unidimensional. Figura modi�cada da referencia [21]. . . . . . . . . . . . . 47

3.1 Per�l de potencial onde teremos diferentes larguras de canal (L) que está

representada pela variação das setas. Os poros representado em cinza as-

sumem diferentes diâmetrosD1; D2 e D3. O potencial fora do canal (região

verde) vale600meV e este valor vale também para os poros e dentro do ca-

nal (região azul) o potencial é0 meV. A �gura acima do canal, a esquerda,

representa o material semicondutor do sistema quântico estudado. fora do

canal temos InAlAS e dentro do canal temos InGaAs. A direita, temos

um grá�co que mostra auto-estados de um poço quântico, com potencial

de con�namento Ve = 600 meV, para uma largura de canalL = 10 nm.

Figura modi�cadas da referência [26]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53



xiii

3.2 Em (a) temos a criação de camadas porosas pelo processo de anodiza-

ção. (b) Processo recozimento térmico do silício tendo a camada de alta

porosidade como separação e de baixa porosidade funciona como camada

epitaxial. (c) Fabricação do dispositivo. (d) Separação da camada epitaxial

do substrato de silício. (e) Material poroso de silício. Figuras retirada da

referência [25]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.1 (Color online) Transmissão em função da energia do pacote de ondas, para

valores da largura de canalL10, L15, L20, L30, L40 e L50. As linhas sólidas

preta indicam as transmissões, linhas pontinhadas vermelha indicam as

re�exões e linhas tracejadas azul indicamR + T = 1. . . . . . . . . . . . . 60

4.2 (Color online) Transmissão em função da largura do canal, para valores

de "1, "2, "3 e "0 (1° estado excitado). As linhas sólidas preta indicam

as transmissões, linhas pontinhadas vermelha indicam as re�exões e linhas

tracejadas azul indicamR + T = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4.3 (Color online) Corrente de probabilidade em função do tempo. (a) Cor-

rente de probabilidade para os canaisL10 (linha tracejada vermelha),L30

(linha pontilhada azul) e L50 (linha sólida preta) com energia cinética

"1 = 70 meV. Em (b) e (c) tem-se a probabilidade de corrente para as

mesmas larguras de canais que em (a), porém, com energia cinética, res-

pectivamente igual a"2 = 140 meV e "3 = 180 meV. Em (d) temos a

densidade de corrente, para o pacote de onda se propagando no 1° estado

excitado com energia cinética"0 = 180 meV para estes canais. . . . . . . . 62



xiv

4.4 (Color online) Em (a) temos o canal semicondutor InAlAs/InGaAs com

largura L10 = 10 nm, na direçãoy. (b) Diagrama representa as bandas

de energia para o estado fundamental, 1° e 2° estados excitados do poço

quântico com larguraL10. (c) Diagramas esquemáticos que representam as

energias da sub-banda paraL10. Em (d) e (e) temos os grá�cos que repre-

sentam as energias da sub-banda em função do vetor de ondakx na direção

x, para largura de canalL10 e L20. Figuras modi�cadas da referências [26]

e [15]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.5 (Color online) Módulo quadrado da função de onda em quatro instantes de

tempo diferentes, propagado a partir do estado fundamental com energia

cinética "1 = 70 meV. A primeira coluna mostra o instantet = 300 fs ,

enquanto que as colunas seguintes mostram, respectivamente, os instantes

t = 600 fs , t = 1:200fs e t = 12:600fs , para larguras de canais:L10, L15,

L20, L30, L40 e L50. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.6 (Color online) (Color online) Módulo quadrado da função de onda em qua-

tro instantes de tempo diferentes, propagado a partir do estado funda-

mental com energia cinética"2 = 140 meV. A primeira coluna mostra o

instante t = 300 fs , enquanto que as colunas seguintes mostram, respec-

tivamente, os instantest = 600 fs , t = 1:200 fs e t = 12:600 fs , para

larguras de canais:L10, L15, L20, L30, L40 e L50. . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.7 (Color online) Módulo quadrado da função de onda em quatro instantes de

tempo diferentes, propagado a partir do estado fundamental com energia

cinética "3 = 180 meV. A primeira coluna mostra o instantet = 300 fs ,

enquanto que as colunas seguintes mostram, respectivamente, os instantes

t = 600 fs , t = 1:200fs e t = 12:600fs , para larguras de canais:L10, L15,

L20, L30, L40 e L50. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68



xv

4.8 (Color online) Módulo quadrado da função de onda em quatro instantes

de tempo diferentes, propagado a partir do 1° estado excitado com energia

cinética "0 = 180 meV. A primeira coluna mostra o instantet = 300 fs ,

enquanto que as colunas seguintes mostram, respectivamente, os instantes

t = 600 fs , t = 1:200fs e t = 12:600fs , para larguras de canais:L10, L15,

L20, L30, L40 e L50. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69



Lista de Tabelas

1.1 Sistemas de dimensionalidade reduzida e seus respectivos números de graus

de liberdadeD l e de direções de con�namentoDc. . . . . . . . . . . . . . . 31

3.1 Parâmetros da liga semicondutoraGax In 1� xAs [2]. . . . . . . . . . . . . . 55

4.1 Valores das transmissões e re�exões dos canaisL10, L15, L20, L30, L40 e L50

para valores de"1, "2 e "3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4.2 Valores das sub-bandas para canaisL10, L15, L20, L30, L40 e L50 para valor

de "1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63



Resumo

A descrição Teórica e experimental da propagação de pacotes de ondas em sistemas

de baixa dimensionalidade, têm grande importância para o estudo deste sistema, pois

são peças fundamentais para a construção de um dispositivo eletrônico. Neste trabalho é

apresentado uma pesquisa teórica do transporte de elétrons em sistemas semicondutores

formados por �os quânticos obstruídos por barreiras (poros) por meio de diferentes lar-

guras de canais para saída de elétrons. O modelo teórico utilizado baseia-se na solução

numérica da equação de Schrödinger dependente do tempo, utilizando aproximação da

massa efetiva, do formalismo matemático da função envelope e da técnicasplit-operator.

A técnica split-operator possibilita a separação de operados que não comutam, simpli�-

cando a solução numérica da equação de Schrödinger dependente do tempo. As larguras

de canais investigados foram deL10 = 10 nm, L15 = 15 nm, L20 = 20 nm, L30 = 30 nm,

L40 = 40 nm e L50 = 50 nm e as energias cinéticas dos pacotes de ondas usados foram

"1 = 70 meV, "2 = 140 meV e "3 = 180 meV. O potencial de con�namento nestes

sistemas se da na direção do eixoy. O objetivo é investigar a dinâmica da propagação

de pacotes de ondas sob efeito de espalhamento produzido por potenciais de obstrução

(poros) em relação a largura do canal.

Palavras-chave: Semicondutores. Fios Quânticos. Heteroestruturas. Técnicasplit-

operator.



Abstract

Theoretical and experimental description of the wave packet propagation in low di-

mensional systems, are of great importance for the study of this system, as they are

fundamental pieces for the construction of an electronic device. This work presents a

theoretical research on electron transport in semiconductor systems formed by quantum

wires obstructed by barriers (pores) through di�erent widths of channels for electron

output. The theoretical model used is based on the time-dependent numerical solution

of the Schrödinger equation, using the e�ective mass approximation, the mathematical

formalism of the envelope function and the split-operator technique. Thesplit-operator

technique allows the separation of non-switching operands, simplifying the numerical so-

lution of the time-dependent Schrödinger equation. The investigated channel widths are

L10 = 10 nm, L15 = 15 nm, L20 = 20 nm, L30 = 30 nm , L40 = 40 nm and L50 = 50 nm

and the kinetic energies of the wave packets used are"1 = 70 meV, "2 = 140 meV and

"3 = 180 meV. The containment potential in these systems is in the direction of they

axis. The objective is to investigate the dynamics of wave packet propagation under the

e�ect of scattering produced by obstruction potentials (pores) as a function of the width

of the channel.

Keywords: Semiconductors. Quantum Wires. Heterostructures. Techniquesplit-operator.



1
Introdução

Neste capítulo será introduzido um breve histórico sobre o surgimento dos semicon-

dutores, os tipos de nanoestruturas semicondutoras e sua importância para a evolução

de equipamentos tecnológicos que estão cada vez menores e com poder de processamento

maiores. Será abordado também bandas de energias.

1.1 Breve Histórico

O estudo em semicondutores ganhou força no século XX, nos anos 80 sendo mais

preciso. Isso só foi possível graças a Willian Bradford Shockley (1910 - 1989), John

Bardeen (1908 - 1991) e Walter Houser Brattain (1902 - 1987), que em 1947, criaram o

primeiro transistor 1 baseado em materiais semicondutores. Nesta mesma época o físico

e engenheiro eletricista, Jack S. Kilby (1923 - 2005), criou o primeiro circuito integrado

(CI). Na Figura 1.1 (a) vemos os criadores do primeiro transistor, no centro (Figura

1.1 (b) ) vemos a foto do transistor e a esquerda (Figura 1.1 (c) ) vemos o primeiro CI

criado na"Texas Instruments" por Jack S. Kilby [1, 2].

Após a criação deste protótipo de transistor não demorou muito para que se tivesse um

modelo aperfeiçoado. Com os avanços no estudo da física do estado sólido, o transistor se

tornou essencial na industria eletrônica. Um artigo publicado em 1965 por Gordon Earle

Moore [3], presidente da empresa INTEL, enfatizou que miniaturização permitia dobrar

o número de transistores em circuitos integrados, sem que houvesse custos adicionais

1Pela criação deste transistor, Shockley, Bardeen e Brattainos foram contemplados em 1956 pelo
prêmio Nobel em Física [2].
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Figura 1.1: (a) Os cientistas William Bradford Shockley (sentado), Walter Houser Brat-
tain (em pé a direita) e John Bardeen (em pé a esquerda) em um laboratório [1]. (b)
Registro do primeiro protótipo de transistor feito de materiais semicondutores. (c) Pri-
meiro Circuito Integrado produzido e desenvolvido por Jack S. Kilby. [4]

na sua fabricação [2]. Esta tendência, segundo Moore, seria dobrada a cada 24 meses,

e que a mesma deveria continuar, surgindo assim a famosa lei de Moore. Nas últimas

décadas, este crescimento do transistor foi observado a cada 18 meses. Isto se re�ete nos

dias atuais com aparelhos eletrônicos cada vez menores, como os computadores de mão

(smartfones, tablets, notebooks), smart tv, supercomputadores, á veículos de transporte

(carros, aviões, etc.) [2].

Mesmo com técnicas, como a de crescimento de �lmes �nos criada nos anos 70, pro-

porcionando um grande avanço na indústria eletrônica, a lei de Moore deverá chegar a

um ponto em que deve cessar seu crescimento, segundo previsões da indústria de semi-

condutores [2]. Isso deve ocorrer pelo fato do processo de litogra�a, que integra grandes

quantidades de circuitos sobre um mesmo substrato semicondutor, esbarrar em limitações

de leis físicas. Com a miniaturização dos circuitos integrados e dos transistores, está cada

vez mais difícil de se controlar a corrente de fuga e a integridade dos sinais pelo fato de

termos números de átomos cada vez menores no processo de miniaturização [2]. Mesmo

parando nesta barreira, dispositivos com dimensões menores e com altos desempenhos di-

minuem o consumo de energia, e o fator economia-desempenho é a explicação para termos

um mercado da eletrônica em expansão nas últimas cinco décadas [5, 2].

Atualmente, grande parte dos trabalhos em semicondutores estão voltados para nano-

estruturas bidimensionais, como pontos, poços, �os e anéis quânticos, cuja os portadores
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de cargas elétricas, como os elétrons e buracos, possuem diferentes graus de con�namen-

tos nessas nanoestruturas. Só foi possível se criar estas nanoestruturas com os avanços

de crescimento de materiais semicondutores, como Si, Ge, AlAs, GaAs, entre outros, por

processos de litogra�a [2]. As dispersões de energia de elétrons e buracos destes sistemas

são importantes para as propriedades ópticas e eletrônicas dos materiais semicondutores

que compõe as nanoestruturas [2].

Uma pesquisa realizada no site de busca de papers,Science Direct, revela que nos úl-

timos 23 anos, publicaram-se em revistas e periódicos mais de 504.665 trabalhos baseados

em materiais semicondutores. Dentre estes, a maioria de baixa dimensionalidade.

1.2 A Estrutura de Bandas

A teoria das bandas, proposta pelo Físico Felix Bloch (1905 - 1983) em 1928, foi um

passo importante para o estudo dos semicondutores como conhecemos hoje [6].

O estudo das estruturas de bandas de energia são fundamentais para a compreensão

dos mecanismos responsáveis pela corrente elétrica em materias semicondutores, e para

suas aplicações na nanotecnologia. Para entendermos o que são bandas de energia, co-

meçaremos por um problema muito conhecido na teoria quântica que é do modelo do

átomo de um elétron. A solução do mesmo na teoria quântica baseia-se na equação de

Schrödinger, que possui uma solução exata quando se trata de estruturas atômicas com

baixo número atômico(Z) . Estes átomos possuem estados quânticos estacionários com

níveis de energia quantizados e discretos que correspondem aos orbitais atômicos 1s, 2s,

2p, 3s, 3p, 3d, etc. [7, 8].

Quando temos em médiaN � 1023 cm� 3 átomos dispostos em uma rede cristalina, as

considerações são diferentes. Temos nesta situação muitos átomos próximos e o cálculo

dos estados eletrônicos se torna complicado por termos muitas interações, como elétron-

elétron, elétron-núcleo e núcleo-núcleo (Equação (1.1) ). Matematicamente, seria como

combinar linearmente a solução da função de onda ( ) de um átomo com a dos outros

átomos, ou seja, o elétron que está no 1° nível de energia, 1s, pode ocupar este mesmo

estado no átomo vizinho e o mesmo terá duas funções de ondas diferentes que descreverão
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estes dois estados quânticos possíveis, porém compartilhando a mesma energia, ou seja,

terão uma dupla degenerescência2. A degenerescência é quebrada quando são aproximados

vários átomos [8].

A equação de Schrödinger completa para esta situação com n elétrons e N núcleos,

escrita em termos das coordenadas eletrônicas,r1 , r2 , r3 , ..., rn e das coordenadas dos

núcleosR1 , R2 , R3 , ..., RN é:

"

�
nX

i =1

~2

2mi
r 2

i �
NX

j =1

~2

2M j
r 2

j +
1
2

nX

i 6= i 0

1
4�" 0

e2

jr i � r i 0j
+

1
2

NX

j 06= j

1
4�" 0

Z j Z j 0e2

jR j � R j 0j
+

�
N;nX

j;i

1
4�" 0

Z j e2

jr i � R j j

#

	 (r 1; :::; rn ; R1; :::; RN ) = E	 (r 1; :::; rn ; R1; :::; RN ) ; (1.1)

nesta equação, os termosmi e M j são, respectivamente, as massas doi -ésimo elétron e

do j -ésimo núcleo,r i e R j são suas posições, assim comoP2
i = � ~2r 2

i e P2
j = � ~2r 2

j são

seus momentos lineares ao quadrado,Z j é o número atômico do núcleo ee é a carga do

elétron. Os cinco termos representam, respectivamente, (1) a energia cinética dos elétrons,

(2) a energia cinética dos núcleos, (3) a energia potencial de interação Coulombiana entre

elétron-elétron, (4) a energia potencial de interação colombiana entre núcleo-núcleo e,

por �m, (5) a energia potencial de interação colombiana entre elétron-núcleo. Os termos

jr i � r i 0j, jR j � R j 0j e jr i � R j j são respectivamente, as distâncias de interação entre o

elétron i e o elétroni
0
, o núcleoj e o núcleoj

0
e entre o elétroni e o núcleoj . Nesta

Equação (1.1) , a interação spin-órbita é omitida [9].

Pode-se resolver aEquação (1.1) fazendo aproximações, ao menos qualitativamente

para entendermos melhor os estados eletrônicos quando temos muitos átomos juntos,

conforme será mostrado na próxima seção.

2De forma breve, se tiverem dois ou mais estados físicos diferentes com o mesmo nível de energia,
então estes estados são ditos degenerados.
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1.3 O Teorema de Bloch

Vamos considerar que temos uma rede cristalina, com potencialV(x), em que os

núcleos atômicos (íons positivos) são �xos, com posições conhecidas na rede,Figura

1.2 (a) . Um elétron que se desloca nesta rede, representado naFigura 1.2 (b) , sente

uma série de poços retangulares atrativos de profundidadeU e largura b (representando

os "íons" - elétrons que estão fortemente ligados aos núcleos e são menos suscetíveis a

mudança de estado)3, com período espacial:l = a + b, Figura 1.2 (c) [10, 7].

Figura 1.2: Em (a) um cristal de parâmetro de redel . Figura modi�cada da referência
[7]. (b) Um elétron movendo-se na rede cristalina. (c) (Em cima) Ilustração do poten-
cial experimentado por um elétron, quando ele passa ao longo de uma linha através dos
íons positivos. O potencial de um elétron no local do íon é zero e é máximo entre dois
íons. (Em baixo) Ilustração de uma rede de degraus de potenciais retangulares periódicos
unidimensional, sentido quando o elétron passa ao longo de uma linha através dos íons
positivos que estão na rede critalina. Figura adaptada da referência [11].

O potencial associado a um arranjo de átomos nos leva a pensar em umafunção

periódica, desprezando o efeito de superfície, em toda a rede, ou seja:

3O potencial V(x) representa o efeito de todas as partículas do cristal, exceto o elétron.
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V(x + l ) = V(x ) ( �1 < x < + 1 ); (1.2)

para todos os vetores de translaçãol , neste modelo unidimensional4 [12, 10].

O hamiltoniano associado ao movimento do elétron na rede é:

Ĥ = �
~2

2m
@2

@x2
+ V(x ); (1.3)

o que implica que neste potencial periódico na rede é:

Ĥ (x + l ) = Ĥ (x ) (8x ); (1.4)

Vamos de�nir o operador de translação aplicado a uma função f(x) por

T̂l f (x ) = f (x + l ): (1.5)

Seja (x ) um estado estacionáriode Ĥ com energiaE [10]:

Ĥ (x ) (x ) = E (x ): (1.6)

Pela Equação (1.5) aplicada a funçãoĤ (x )f (x ) [10], temos

T̂l Ĥ (x )f (x ) = Ĥ (x + l )f (x + l ) = Ĥ (x )f (x + l ) = Ĥ (x )T̂l f (x ) 8f; (1.7)

o hamiltoniano (Ĥ (x )) é invariante em relação a translação, ou seja

4Sabemos que não existe, em um cristal, uma periodicidade perfeita e que esta hipótese é apenas
uma idealização. Um cristal real sempre contém impurezas e, mesmo em um puro há uma probabilidade
proporcional à temperatura de se ter íons mal posicionados quebrando assim a simetria de translação
[6, 12]. Os íons não são estacionários, os mesmos vibram o tempo todo em suas posições de equilíbrio.
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h
T̂l ; Ĥ (x )

i
f (x ) = 0 8f (x ); (1.8)

T̂l é um comutador, o que implica

h
T̂l ; Ĥ (x )

i
= 0: (1.9)

A Equação (1.9) terá um conjunto completo de autofunções em comum,pela condição

necessária e su�ciente dos operadoresT̂l e Ĥ (x ). Então, pode-se ter estados estacionários

escolhidos como autofunção dêTl [10],

T̂l  (x ) = � (x )

Ĥ (x ) (x ) = E (x ); (1.10)

onde� é um autovalor e precisa ser real (̂Tl não é um observável) [10].

Pela de�nição deT̂l , isso resulta em

 (x + l ) = � (x ) (8x ): (1.11)

Mas, pela condição de normalização, deve-se ter [10]:

1 =
Z 1

�1
j (x + l )j2 dx = j� j2

Z 1

�1
j (x )j2 dx; (1.12)

tomando (x + l = x' ), obtemos

1 =
Z 1

�1
j (x' )j2 dx = j� j2

Z 1

�1
j (x )j2 dx; (1.13)
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o que resulta emj� j2 = 1, permitindo, portanto, escrever� como umfator de fase[10]:

� � exp[ik l ] ; (1.14)

ondek é real e é de�nido por esta relação e pelaEquação (1.11) [10].

De�nindo uk(x ) por

 (x ) � exp[ik x ] uk(x ); (1.15)

as Equação (1.11) e Equação (1.14) resulta

 (x + l ) = exp[ik (x + l )] uk(x + l ) = exp[ik l ]  (x ) = exp[ik (x + l )] uk(x )

uk(x + l ) = uk(x ): (1.16)

As Equação (1.15) eEquação (1.16) é um caso unidimensional, restrito, doteorema

de Bloch. Elas mostram que os estados estacionários do elétron num potencial periódico

(�1 < x < 1 ), exp[ik x ] é uma função de onda plana euk(x ) é umafunção de Bloch,

que tem periodicidade da rede cristalina (uk(x ) = uk(x + l )) e descreve o comportamento

da função de onda dentro de uma célula unitária [8, 10]. Logo, o elétron �ca "livre" no

sentido de estádeslocalizado: existe a probabilidade do mesmo ser encontrado no entorno

de cada unidade de rede (sítio). a relação (x + l ) = exp[ik l ]  (x ) mostra quekl é a

desfasagem entre duas unidades vizinhas da rede [10].

Com a utilização do teorema de Bloch, percebeu-se uma característica muito impor-

tante dos cristais: a presença do potencial periódico gerado pela rede cristalina é res-

ponsável pelo aparecimento de bandas de energias contínuas e �nitas e estas bandas não

ocorrem apenas para o estado fundamental, mas também para outros estados do sistema

[7]. Observa-se que os níveis de energia vão para� 1046 níveis quando se temN � 1023
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cm� 3 átomos. Os elétrons mais externos estão ligados fracamente com os núcleos dos

átomos e passam a transitar pela rede cristalina sem muita di�culdade [7, 8].

Quando os semicondutores se encontram a uma temperatura absoluta deT = 0 K ,

todas as bandas de energia dos átomos, até a mais externa, denominada "banda de valên-

cia", são preenchidas pelos elétrons e a região (estados) onde o elétron não pode transitar

denominada "gap", "banda proibida" ou "lacuna", Figura 1.3 (a) .

Figura 1.3: (a) Banda de condução e valência, aT = 0 K , devido a aproximação de
um grande número de átomos em um sólido semicondutor. (b) Bandas de energia em um
semicondutor GaAs. As regiões hachuradas mostra a ocupação dos elétrons comT > 0 K .
Figuras modi�cadas da referência [2].

Se os átomos do material tiverem um ganho de energia, como por exemplo, um aumento

na temperatura do material, os elétrons são excitados e ganham energia su�ciente para

passar para a banda seguinte, onde não há elétrons, chamada "banda de condução", a que

é responsável por contribuir para a condutividade do material,Figura 1.3 (b) . Quando

um elétron passa para a banda de condução, o mesmo deixa um espaço na banda de

valência, denominado buraco, que possui uma carga positiva. Como temos um número

contínuo e �nito de portadores de cargas na camada de valência, o espaço (buraco) deixado
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